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Résumé. — Dans la première partie de ce texte, nous définissons des fonctions 
L d'Artin motivique à l'aide d'un produit eulerien motivique, et montrons qu'elles 
coïncident avec les fonctions introduites par Dhillon et Minac dans [DM06]. Dans la 
seconde partie, nous définissons, sous certaines conditions, un nombre de Tamagawa 
motivique et montrons qu'il se spécialise sur le nombre de Tamagawa usuel défini par 
Peyre dans le cadre des conjectures de Manin sur le nombre de points de hauteur 
bornée des variétés de Fano. 

Abstract ( Motivic Artin L-functions and a motivic Tamagawa number ) 

In the first part of this text, we define motivic Artin L-fonctions via a motivic 
Euler product, and show that they coïncide with the functions introduced by Dhillon 
and Minac dans [DM06]. In the second part, we define under some assumptions a 
motivic Tamagawa number and show that it specializes to the Tamagawa number 
introduced by Peyre in the context of Manin's conjectures about rational points of 
bounded height on Fano varieties. 



1. Introduction 

Comme l'ont illustré Denef et Loeser dans [DL04], les propriétés de nombre de 
séries rationnelles issues de la géométrie arithmétique sont de nature motivique : elles 
s'obtiennent naturellement par spécialisation de séries à coefficients dans un anneau de 
Grothendieck de motifs et leur propriétés se lisent déjà (au moins conjecturalement) 
sur ces séries motiviques. Dans la même veine, on peut se demander si les propriétés 
des fonctions zêta des hauteurs, étudiées dans le cadre des conjectures de Manin sur 
les points de hauteur bornée (cf. par exemple [PeyOSb] et [Pey02]) sont de nature 



Classification mathématique par sujets (2000). — 14G10 14C35 (11M41 12E30 14J45) . 
Mots clefs. — Fonction L d'Artin motivique, nombre de Tamagawa, nombre de Tamagawa moti- 
vique, produit eulerien motivique, fonction zeta des hauteurs. 

Je remercie Florian Ivorra pour de très utiles discussions. 



2 



DAVID BOURQUI 



motivique. Il est à noter qu'en général on ne s'attend pas à ce que de telles séries 
soient rationnelles (cf. [BT95, in fine]). 

Dans ce texte, nous montrons que l'on peut, dans certains cas, donner une version 
motivique naturelle du nombre de Tamagawa défini par Peyre qui apparaît conjectu- 
ralement dans la partie principale de la fonction zêta des hauteurs. Dans le cas clas- 
sique, le volume adélique définissant ce nombre de Tamagawa peut s'exprimer comme 
un produit culerion. L'analogue motivique que nous proposons s'exprime comme un 
« produit eulerien motivique » (notion qui apparaît dans un précédent travail [Bou06] 
consacré aux fonctions zêta des hauteurs motiviques des variétés toriques), dont on 
montre la convergence dans une certaine complétion de l'anneau de Grotliendieck des 
motifs (théorème 5.17). Cette complétion est basée sur la filtration par le degré du 
polynôme de Poincaré virtuel £-adique (i.e. par le poids). Un de ses intérêts est que la 
réalisation « comptage des points » s'étend à certains éléments de la complétion. Nous 
remarquons qu'une approche similaire est utilisée dans [BD07] et [Eke07]. Dans le 
cas d'un corps global, nous montrons que le nombre de Tamagawa motivique se spé- 
cialise en presque toute place sur le nombre de Tamagawa classique (théorème 5.20). 
Dans le cas d'un corps fini, nous montrons que le nombre de Tamagawa motivique 
se spécialise sur le nombre de Tamagawa classique (modulo une hypothèse malhereu- 
sement peu naturelle cf. théorème 5.21 et remarque 5.22). Enfin dans le cas d'une 
surface, utilisant un résultat de Kahn, Murre et Pedrini nous donnons une version 
purement motivique du nombre de Tamagawa motivique, c'est-à-dire que sa conver- 
gence est définie à l'aide d'un polynôme de Poincaré virtuel absolu et non pas ^-adique 
(théorème 5.34). 

La définition de Peyre fait intervenir des facteurs de convergence qui sont les fac- 
teurs locaux de la fonction L d'Artin associée au module de Neron-Severi de X. Nous 
avons besoin d'un analogue motivique de ces facteurs locaux. Une version motivique 
des fonctions L d'Artin a été proposée par Dhillon et Minac dans [DM06]. Leur 
construction, quoique compacte et élégante, présente vis-à-vis de notre objectif le 
défaut de ne justement pas faire intervenir de facteurs locaux. C'est pourquoi nous 
donnons, dans la première partie de ce texte, une définition alternative des fonctions 
L motivique via un produit eulerien motivique. Nous rappelons et précisons les pro- 
priétés de la fonction L de Dhillon et Minac à la section 3. Dans la section 4, nous 
définissons notre fonction L. Nous montrons qu'elle coïncide avec la fonction L de 
Dhillon et Minac et dans le cas d'un corps de nombres se spécialise en presque toute 
place sur la fonction L usuelle. Il est à noter que, stricto sensu, les résultats de la pre- 
mière partie ne sont pas utilisés dans la seconde (pour la plupart, ils ne sont d'ailleurs 
valables a priori qu'en caractéristique zéro, à cause notamment de l'utilisation du ré- 
sultat de Denef et Loeser permettant d'associer de manière canonique un motif virtuel 
à une telle formule, cf. théorème 4.1). Cependant : 1) ils justifient moralement le fait 
que les facteurs locaux utilisés dans la définition du nombre de Tamagawa motivique 
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sont les facteurs « naturels » ; 2) ils donnent une interprétation arithmétique de la 
fonction L d'Artin motivique (pour un corps de caractéristique zéro quelconque) et 
3) ils permettent de décrire précisément les « pôles » de la fonction L motivique, ce 
qui est utile pour une formulation d'une version motivique de la conjecture de Manin 
(cf. les remarques 5.12 et la section 5.9). 

Pour conclure cette introduction, il faut remarquer que la définition proposée 
du nombre de Tamagawa n'est pas entièrement satisfaisante conccptuellement : une 
« bonne » définition devrait certainement utiliser une (hypothétique) version globale 
de l'intégration motivique (comme le remarquent les auteurs de [BD07] à propos 
d'une version motivique du nombre de Tamagawa d'un groupe algébrique). 
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2. Quelques rappels et notations 

2.1. Anneaux de Grothendieck de variétés et de motifs. — Dans tout ce 
texte, les actions de groupes sont des actions à gauche. Si G est un groupe, on note G"^ 

le groupe opposé. Soit k un corps. On note Varj. (respectivement G-Y'Aik) la catégorie 
des variétés algébriques quasi-projectives définies sur k (respectivement munie d'une 
action algébrique d'un groupe fini G) et ii'o(Varfc) (respectivement Ko{G-YaTk)) son 
anneau de Grothendieck (cf. [And04, 13.1.1]). Si F est un anneau, on note CfîM(A:)i? 
la catégorie des motifs de Chow définis sur k à coefficients dans F (cf. [And04, 
Chapitre 4]) et Kq {CRM{k)F) son anneau de Grothendieck (cf. [And04, 13.2.1]). La 
classe du motif de Lefschetz 1(— 1) dans Kq (CHM(A;)i?) est notée L. Pour d e Z, on 
note M{-d) = l(-l)®'^ la rf-ème torsion de Tate de M. 

Théorème 2.1 (Gillet-Soulé,Guillen-Navarro-Aznar,Bittner) 

Soit k un corps de caractéristique zéro. Il existe un unique morphisme d'anneaux 

X^r : ^o(Varfc) Kq (CHM(fc)f ) (2.1.1) 

qui envoie la classe d'une variété projective et lisse X sur la classe de son motif de 
Chow h{X). 

L'image de ifo(Varfc) par Xvar s^'^^ notée /f™''(CHM(fc)ir). 

Notons C(G, Q) le Q-espace vectoriel des fonctions Q-centrales de G dans Q (i.e 
les fonctions a : G — > Q qui vérifient a{x) = a{y) dès que les sous-groupes (x) et (y) 
sont conjugués. On rappelle à présent un cas particulier d'une version équivariante 
du théorème 2.1, due à Denef, Loeser, del Bano et Navarro-Aznar (cf. [dBRNA98, 
theorem 6.1]). 

Théorème 2.2. — Soit k un corps de caractéristique zéro et G un groupe fini. Il 
existe une unique famille de morphismes d'anneaux 

Xeq(-,a) : i^o(G-Varfc) ^ Ko (CHM(fc)Q) (g> Q (2.1.2) 

indexée par a G C(G, Q) ayant les propriétés suivantes : 

1. si X est une k-G-variété projective et lisse, p une (^-représentation linéaire de 
dimension finie irréductible de G et pp SgeG Pi9~^) id] l'idempotent de 
Vp (S) h{X) associé, alors on a 

Xeq(^,Xp) = [Im(Pp)]; (2.1.3) 

2. l'application a ^ Xeq(^5'^) '"^ morphisme de groupe. 
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Définition 2.3. — Si fc est un corps de caractéristique non nulle, G un groupe fini 
et X une A;-G-variété projective et lisse, on définit Xeq(^îXp) via la relation (2.1.3) 
puis par linéarité Xg^{X,a) pour tout élément a de C((j, Q). 

Théorème 2.4 ([dBRNA98]). — Soit k un corps de caractéristique zéro, G un 
groupe fini et X une k-G-variété projective et lisse. Alors on a 

X..A^/G)=[h{Xf]. (2.1.4) 

2.2. Caractéristique d'Euler-Poincarê £-adique et nombre de points mo- 
dulo p. — Pour tout corps k, on note k^ une clôture séparable de A; et Sfc = Ga.\{k^/k) 
le groupe de Galois absolu de fc. Pour tout nombre premier £, on note Ko{Sk-Qe) 
l'annoau de Grothcndiock do la catégorie des Q^-espaces vectoriels de dimension finie 
munis d'une action continue de Sfc. On supposera toujours £ distinct de la caractéris- 
tique de fc, et on fixera un plongement ^ C. La caractéristique d'Euler-Poincaré 
^-adique est le morphisme d'anneaux 

Xe : KoiVark) MSk-Qe) (2.2.1) 

défini par xeil^]) = Ei(-l)* [HliX', Qe)] , où X' = X Xfc fc^ Si fc est de caractéris- 
tique zéro, xt se factorise par Xvar- 

On suppose à présent que fc est un corps global. Soit p une place finie de fc. On 
note Kp son corps résiduel, Ip C Sfc un groupe d'inertie en p et Frp un Frobenius en 
p. Le nombre de points modulo p d'un élément V de /^o(Sfc-Q«) est Tr(Prp 1^^"). On 
le notera Trp(y). Si X est une fc-variété, pour presque tout p on a 

'T,p{Xt{X)) = \X{Kp)\, (2.2.2) 

où X{Kp) désigne (abusivement) l'ensemble des /îp-points d'un modèle de X (ainsi 
|X(K;p)| est bien défini « modulo un nombre fini de p » ). 

2.3. Objets de dimension finie et rationnalité. — Pour tout anneau A, on 
note 1 -|- le sous-groupe de ^[[t]]^ formé des éléments de terme constant égal 
à 1 et 1 + A[t\^ le sous-monoïde des polynômes de 1 -I- + . On dit qu'un élément 
/ de 1 + A\[f]]+ est rationnel s'il existe 5 G 1 -I- A[t]+ tel que 5 / G 1 -(- + . 

Soit ^ une catégorie tensorielle pseudo-abélienne F-linéaire, où F est une Q- 
algèbre. Soit G un groupe fini, M un objet de muni d'une action de G et p une 
F-représentation linéaire de dimension finie de G. On note (M ® Vp)'^ l'image dans 
M (g) Vp du projecteur |^ X^ggcS Pid)- Dans le cas particulier de l'action de 6„ 
sur M"^" et p est la représentation triviale (respectivement la signature) , cette image 
est notée Sym" M (respectivement Alt" M). Suivant la terminologie de [And05], un 
objet M de £/ est dit pair (respectivement impair) s'il vérifie Alt" M = pour n » 
(respectivement Sym" M = pour n ^ 0. Un objet M de ^ est dit de dimension 
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finie s'il s'écrit comme somme directe d'un objet pair et d'un objet impair. Pour tout 
objet M, on pose 

Z^{M,t) = J2 [Sym" M] i" e 1 + Ko{^m]+. (2.3.1) 
On a dans -ftro('2/)[[t]] la formule (cf. eg [Hei07, Lemma 4.1]) 

Z^{M, t) I Y, [Alt" M] (-1)" tA =1 (2.3.2) 
d'où découle la proposition suivante. 

Proposition 2.5 (André). — Soit M un objet de . Si M est pair (respectivement 
impair) alors Zj^{M,t) G 1 + £/[t]+ (respectivement Zj^ {M, ty^ G l + £>/[t]+). En 
particulier, pour tout objet M de dimension finie, Zj^{M,t) est rationnelle. 

2.4. Fonctions zêta de Hasse-Weil géométrique et motivique. — Soit k un 
corps et X une fc-variété quasi-projective. On définit, suivant Kapranov, la fonction 
zêta de Hasse-Weil géométrique de X 

^var(^, t) Y. [Sy™" X]t" G1 + Jro(Varfe)[[t]]+. (2.4.1) 

Il existe un unique morphisme de groupes 

Z,^,i . , t) : Ko(ya.Tk) 1 + Ko{Yiir,,)[[t]]^ (2-4.2) 

qui envoie la classe d'une variété quasi-projective X sur Z^a_r{X,t). 

Soit F un corps de caractéristique zéro. Pour tout objet M de CHM(fc)F on définit, 
suivant André, la fonction zêta de Hasse-Weil motivique de M 

^mot(M, t) ZcHM(fe)r (M, t) = J2 [Sym"(M)] e 1 + Jfo (CHM(fc)ir) [[*]] + . 

(2.4.3) 

On a en particulier, pour tout entier d, 

^mot(M(-d),t) = Z„ot(M,L''i). (2.4.4) 

Il existe un unique morphisme de groupes 

Z^ot{-,t) : Ko (CHM(fc)F) 1 + Ko (CHM(A;)f) [[t]]+ (2.4.5) 

qui envoie la classe d'un motif M sur Zjnot{M,t). 

Si X est une variété projective et lisse, on pose Z^ot{X,t) == Zjnot{h{X),t). Si k 
est de caractéristique zéro, on a d'après le théorème 2.4 

Xvar ° ^var( ■ ■ t) = ^„,ot (Xvar (•),*)• (2-4.6) 

Dans ce cas, il existe un unique morphisme de groupes 

Zmot : KoiYaVk) ^ 1 + Ko (CHM(fc)f ) [[t]]+ (2.4.7) 
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qui envoie la classe d'une variété projective et lisse X sur Z-[noi{X,t)- 

Définition 2.6. — Soit M un élément de Kq {CîlM{k)p). On définit la famille de 
motifs virtuels ($„(M))„^i par la relation 

Y^^^{M)-=t^Z^,,{M,t). (2.4.8) 

Si X est une fc-variété projective et lisse, on pose $„(X) $„(/i(X)). Si X est un 
élément de ii'o(Varfe), on définit la famille de variétés virtuelles ($n,var(^))n^i par la 
relation 

Y,^n,.AX)-=t-^Z,,,{X,t). (2.4.9) 

n^l 

Remarque 2.7. — D'après (2.4.6), si k est de caractéristique zéro, on a 

Xvar°*n,var = $n°Xvar- (2.4.10) 

Par ailleurs, si k est un corps fini et X une fc-variété quasi-projective, le morpfiisme 
« nombre de /c-points » i^o(Varfc) Z envoie Z^„^^{X, t) sur la fonction zêta de Hasse- 
Weil classique ZYl^ff{X). D'après (2.4.9), le nombre de A:-points de $„^var(-^) est donc 
égal au nombre de points de X à valeurs dans /c„ , où kn est une extension de degré n 
de k. Une remarque similaire vaut pour <^n{X) si X est projective et lisse. 

Comme on a \X x y(fc„)| = \X(kn) \ ■ \Y[kn)\ pour tout n, on peut se demander 
plus généralement (sur un corps k quelconque) si les morphismes de groupes 
(respectivement $n,var) ne sont pas en fait des morphismes d'anneaux. 

Ceci vaut pour $„. Je tiens à remercier Evgeny Gorsky qui m'a indiqué l'argument 
qui suit*^^^ Dans le langage de la théorie des A-anneaux, les $„ (respectivement les 
^'n.var) sont les Opérations de Adams associées à la structure opposée à la A structure 
définie par le morphisme ^mot(- )i) (respectivement Zvar(-^))- Par ailleurs, Heinloth 
montre dans [Hei07] que la structure opposée à la A-structure définie par Zmot est spé- 
ciale. D'après [AT69, Proposition 5.1], ceci entraîne que les sont des morphismes 
de A-anneaux, donc en particulier d'anneaux. 

Le même type d'argument permet de montrer, au moins si le corps de base est C, 
que ^'rijvar ne peut pas toujours être un morphisme d'anneaux. Ceci est implicitement 
contenu dans la remarque du début la section 8 de [LL04]. Indiquons les arguments. 
Soit ^ une courbe projective, lisse et connexe de genre supérieur à 1. Les auteurs de 
[LL04] construisent un corps Ti de caractéristique zéro et un morphisme d'anneaux 
/i : -ft'o(Varc) 'H tel que /i(Zvar('^ x i)) n'est pas rationnelle (cf. [LL03, Section 
3]). Supposons alors que l'on ait 

Vn ^ 1, $„,varC^ X = $n,varC^)'. (2.4.11) 



'^'Dans [Bou06], nous montrons que o Xvar 6St un morphisme d'anneaux par une preuve « ari- 
thmétique » utilisant le théorème de Denef et Loeser 4.1. 
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Comme Ti. est sans torsion, ceci entraîne (cf. [Knu73, Theorem, p. 49]) que le mor- 
phisme 

M o .,-t) : i^o(Varc) 1 + n[[t]]+ (2.4.12) 

envoie x ^ sur le carré de l'image de Rappelons la structure d'anneau mise en jeu 
sur 1 + : la loi de groupe additif sur 1 + est induite par la multiplication 

dans H[[t]] et la multiplication est alors entièrement déterminée par la règle 

ya,b€H, {l+at)»{l + bt) = l + abt. (2.4.13) 

En particulier si A et B sont deux éléments do 1 + qui sont rationnelles, 

alors A» B l'est encore. Or, d'après un résultat de Kapranov (cf. [And04, propo- 
sition 13.3.1.2]), ZvarC^,i) est rationnelle. Ainsi /x(ZvarC^ x 'rf,t)) = ^«(ZvarC^, i)) • 
/^(■^varC^, i)) est rationnelle, d'où une contradiction. 

2.5. Motifs d'Artin. — On note MA{k)p la catégorie des motifs d'Artin, i.e. la 
sous-catégorie de CHM(fc)i;' engendrée par les motifs des fc- variétés de dimension zéro. 
Rappelons que le foncteur qui au spectre d'une fc-algèbre étale K associe le Sfe-module 
discret induit une équivalence de catégories 

MA{k)F ^ Sk-F (2.5.1) 

où 3k-F est la catégories des Sfe-représentations discrètes à valeurs dans des F- 
espaces vectoriels de dimension finie. On a donc un isomorphisme d'anneaux canonique 
i^To (MA(fc)i?) ^ KolSk-F) au moyen duquel nous identifierons désormais ces deux 
anneaux de Grothendieck. 

2.6. Formule de MacDonald motivique. — Soit F un anneau, K un corps 
contenant F, CrVect^c la catégorie des X-cspaces vectoriels gradués de dimension fi- 
nie et H : CHM(A;)ir — > GrVectif une réalisation cohomologique de Weil (avec éven- 
tuellement des structures supplémentaires sur les objets GrVectK par exemple l'action 
du groupe de Galois absolu dans le cas de la réalisation ^-adique) (cf. [And04, §4.2.5 
et 7.1.1]). L'application Poinc// : ifo(CHM(fc)F) — > KoiYcct k)[u,u-^] qui à M 

associe ^ [iî*(M)] est alors un morphismc d'anneaux, que l'on appelle polynôme 
iez 

de Poincaré virtuel (associé à la réalisation cohomologique H). 

Dans la suite, on ne considérera que des réalisations cohomologiques classiques, au 
sens de [And04, §3.4]. Pour i e Z, on notera bi{M) le i-èuie nombre de Betti de 
M, i.e. la dimension du i^-espace vectoriel H^{M) (qui ne dépend pas du choix de la 
cohomologie classique H d'après [And04, Théorème 4.2.5.2]). 

Le résultat suivant, dû à del Bano, généralise la formule de MacDonald calculant 
les nombres de Betti d'un produit symétrique ([Mac62]). 
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Théorème 2.8 (del Bano). — Pour tout objet M de CHM(fc)F, on a 



PoinCH(^mot(M,i)) 



n E /\H\M) 

i^Zji impair n^O 

fn "I 

iÇZ, i pair n^O 



(2.6.1) 



Démonstration. — Ceci découle de la proposition 3.8 de [dBROl], compte tenu de 
la formule (2.3.2). □ 

Corollaire 2.9. — Supposons que k soit un corps global. Soit X une k-variété, sup- 
posée en outre projective et lisse si k est de caractéristique non nulle. Pour presque 
toutp, on aTTp{xfXZi^^Q^{X,t))) = Z^wi^pyt), ouZ^w est la fonction zêta de Hasse- 
Weil classique de la Kp-variété Xp. 

Le théorème 2.8 va nous permettre de donner une formule pour Poinc/f ($of(Af)), 
qui nous sera utile pour montrer la convergence du volume de Tamagawa motivique 
(cf. théorème 5.17). 

Notation 2.10. — Pourn ^ 1, soit {Pn,m)m^i la famille d'éléments de Z[Ti, . . . ,T„] 
définie par la relation 



E ) = ^p„,„(Tl,...,^„)^'". 



(2.6.2) 



l<i<n 



Remarque 2.11. — Si est un if-espace vectoriel de dimension finie et / G End(F) 
on a donc l'égalité 



Tr(/|Pdim(y),™(Al/),=i,...,dim(y)) = Tr(r|t/) 



(2.6.3) 



Des relations (2.4.8) et (2.6.2) et du théorème 2.8 on déduit aussitôt la proposition 
suivante. 

Proposition 2.12. — Soit n ^ 1. Pour tout objet M de CHM(â:)f, on a 



PoincH(«'„(M)) = ^ P(,(M),„ AH'{M) 

iez J/i<i^b.(M) 

En particulier, pour toute k-variété projective et lisse X on a 

2 dim(X) 



(2.6.4) 



P0inCff($„(X)) = J2 Pb,{X),n 



AW{X) 



(2.6.5) 



Remarque 2.13. — Si A: est un corps fini et H est la réalisation £-adique, en prenant 
la trace du Frobenius et en faisant w = — 1 dans la relation (2.6.5), on obtient, d'après 
la remarque 2.11, la formule liant le nombre de points de X à valeurs dans une 
extension de degré n de fc et la somme alternée des traces de la puissance n-ème du 
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Frobenius agissant sur les groupes de cohomologie £-adique. La formule (2.6.5) peut 
donc être vue comme une généralisation de cette formule de trace. 

3. La fonction L d'Artin motivique de Dhillon et Minac 

3.1. Une remarque sur les actions de groupes sur les motifs. — Afin de pré- 
ciser les résultats de rationalité de [DM06], nous aurons besoin de la proposition 3.4 
ci-dessous, qui est certainement bien connue des spécialistes, mais pour laquelle nous 
n'avons pas trouvé de référence. Soit M un objet d'une catégorie pseudo-abélienne, 
G un groupe agissant sur M et p un idempotent de M . On dit que l'action de G est 
compatible à p si la relation pgphp = pghp vaut pour tous g, h de G. Dans ce cas 
l'action de G sur M induit naturellement une action de G sur Im(p), donnée par le 
morphisme g pgp. Les deux lemmes ci-dessous sont élémentaires. 

Lemme 3.1. — Soit M et N des objets d'une catégorie pseudo-abélienne, M étant 
muni de l'action d'un groupe G. 

1. On suppose qu'il existe i € Hom(A^, M) et r € Hom(Af, A^) tels que ri = Idjv- 
Soit N' le facteur direct de M définit par la rétraction r, i.e. l'image du pro- 
jecteur ir. On suppose que l'application tp : G End(iV) qui à g associe rgi 
vérifie ip{gh) = ip{g)il}{h), ce qui induit une action de G sur N. Alors l'action 
de G sur M est compatible à ir et l'isomorphisme naturel i : N ^ N' est 
G-équivariant. 

2. On suppose qu'il existe p G Hom(M, A^) et s € Hom(iV, M) tels que ps = là^ ■ 
Soit N' le facteur direct de M définit par la section s, i.e. l'image du projecteur 
sp. On suppose que l'application ijj : G ^ End(A^) qui à g associe pgs vérifie 
ipigh) = tp{g)tp{h), ce qui induit une action de G sur N . Alors l'action de G sur 
M est compatible à sp et l'isomorphisme naturel s : N ^ N' est G-équivariant. 

Lemme 3.2. — Soit M un objet d'une catégorie tensorielle pseudo-abélienne F- 
linéaire, où F est une Q-algèbre. Soit G un groupe fini agissant sur M . Soitpi, . ■ . ,Pr 
un système complet d'idempotents othogonaux de M. Pour touti, on suppose que l'ac- 
tion de G est compatible à pi. On a alors un isomorphisme canonique 

e lm{pif (3.L1) 

Notations 3.3. — Soit X une fc- variété projective, lisse et intègre de dimension d. Le 
corps des constantes de X est k' H^{X, Ox)- Soit tt : X ^ Spec(fc') le morphisme 
naturel. Soit i : k' k" une extension finie séparable de degré n telle que X{k") 
soit non vide, et x : Spec{k") — > X. On a alors ([Sch94, §1.11]) ùa;*7r* = n. et 
■ïï*x*i* = n. Ainsi ^i*x* est une rétraction de tt* : h{Spec{k')) h{X), et induit 
donc un isomorphisme ix de /ï,(Spcc(fc')) sur un facteur direct de X, à savoir l'image du 
projecteur ^7r*ùx* qui sera notée h^{X). De même d) est une section de 
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TT* : h{X) — » h{Spec{k')){—d) et induit donc un isomorphisme l'^ de /i(Spec(A;'))(— d) 
sur un facteur direct de X, à savoir l'image du projecteur p'^ = ^a;*î*(— d)7r*, qui 
sera notée h?'^{X). 

Supposons à présent qu'un groupe G agisse sur X par fc-automorphismes. Cette 
action induit par composition à gauche une action de G sur Hom(X, Spec(fc')) = 
Autfe(Spec(A:')), i.e. un morphisme de groupe : G Autfc(Spec(A:')) d'où par 
fonctorialité une action de G"^ sur ft-(Spec(fc')) et /i(Spcc(fc'))(— d). 

Proposition 3.4- — L'action de G°^ sur h{X) déduite par fonctorialité de l'action 
de G sur X est compatible aux projecteurs Px etp'^. L'action induite de surhP{X) 
(respectivement h? "^{X)) coïncide modulo identification naturelle avec l'action de G°^ 
sur h{Spcc{k')) (respectivment h{Spcc{k')){—d)) induite par ip . 

En particulier, si X est géométriquement intègre l'action induite de G°^ surh'^{X) 
et h?''^{X) est triviale. Si X n'est pas géométriquement intègre, l'action de G°p sur 
h^{X) eth?'^{X) n'est pas nécessairement triviale. 

Démonstration. — Compte tenu du lemme 3.1, il suffit de montrer pour tout g €: G 
les relations 

m* (3-1.2) 

Hgy- (3.1.3) 

La relation (3.1.2) est immédiate compte tenu des égalités tt g — i^{g) tt et x* tt* = n. 
Pour montrer la relation (3.1.3), on utilise les égalités g* g* = Id;j(x) et i'ig)* 4'{g)* = 
Idft(Spec(fe')) ([Sch94, §1.10]) d'où g* = {g~^)» et ^{g~'^)* = ^(5)*. Compte tenu de 
TTg~^ = fp{g~^) TT, il s'ensuit 

— TT, g* i* = —tp(g~^)* TT* x* i* = tp{g)*. (3.1.4) 
n n 

Si X est géométriquement intègre, on a k' = k et ijj est trivial, d'où la se- 
conde assertion. Pour montrer la dernière assertion, il suffit de considérer la variété 
X Xspcc(fe) Spec(fc'), où X est projective, lisse et intègre, k' /k est une extension finie 
telle que PiMtk{k') est non trivial et G = Autfe(A;')°P agit sur X Xspec(fe) Spec(A;') via 
l'action naturelle sur le deuxième facteur. □ 

3.2. Définition et propriétés de la fonction L motivique. — 

Notation 3.5. — Si G est un groupe fini et F un corps, on appellera F- 
représentation de G toute représentation linéaire de dimension finie de G définie sur 
F. Si /9 est une F-représentation on note Vp son espace de représentation et Xp son 
caractère. 



et 



-i, X* g* TT* 
n 



n 
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Soit G un groupe fini et p une i^-représentation de G. Les auteurs de [DM06] 
associent alors à tout objet M de CHM(fc)ir muni d'une action de G une fonction L 
d'Artin motivique 

L^'^,{M,G,p,t)^à' Z^,tm^Vpf,t) e l + i^o(CHM(fc)f )[[*]]+ (3.2.1) 

et à toute fc-G-variété projective et lisse X la fonction 

L^^,{X,G,p,t) 'à'L^^,{h{X),G"^,p"^,t) (3.2.2) 

où p°P est la représentation opposée de p. Notons que pour ci ë Z, on a un isomor- 
phisme (M(-d) V)^ ^ (M V)'^{-d), d'où, d'après (2.4.4), 

L^t (A^(-rf), G, p, t) = (M, G, p, L'^ t). (3.2.3) 

Si k est de caractéristique zéro, la proposition 2.7 de [DM06] et le lemme 7.1 de 
[Bit04] montrent qu'il existe un unique morphisme de groupes 

LDM(. ^G,p,i) : ifo(G-Var,) ^ 1 + Ko (CHM(fc)F) [[t]]+ (3.2.4) 

qui envoie la classe d'une G- variété projective et lisse X sur L^^{X,G, p,t). 

Remarque 3.6. — Les auteurs de [DM06] supposent dans tout leur article que le 
corps F des coefficients des motifs contient toutes les racines de l'unité, mais cette 
hypothèse est inutile pour la définition de ij^^ et les résultats de [DM06] utilisés 
dans la présente section. Ils n'utihsent cette hypothèse qu'à partir de la section 5 de 
leur article. 

Remarque 3.7. — D'après [And04, §4.2.2.], si E F est une extension, il existe 
un morphisme d'anneaux naturel Ko (CHM(fc)£;) Ko (CHM(fc)F) et la formation de 
est compatible à ce changement de coefficients, i.e. si p est une F-représentation, 
l'image de L^^{X,G, p,t) par ce morphisme coïncide avec L^^{X,G, p^E F,t). 

Lemme 3.8. — Si k est de caractéristique zéro et si p = triv est la représentation 
triviale, on a pour toute G-k-variété quasi-projective X 

L^^(X,G,triv,t) = Z^,,{X/G,t). (3.2.5) 

Démonstration. — Il suffit de le montrer pour X projective et lisse. On a alors, par 
définition, 

LD^,(X, g, triv, t) = Z^.tihiXf, t) (3.2.6) 
D'après le théorème 2.4, on a Z^ot{h{X)^ ,t) = Z^ot{X/G,t). □ 

Proposition 3.9. — Si M est pair (respectivement impair) , {M(^V)'^ est pair (res- 
pectivement impair). Si M est de dimension finie, (M (g) V)'^ est de dimension finie; 
en particulier L^^(M, G, p, t) est rationnelle. 
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Démonstration. — On a des isomorphismes Sym"(M (E)V) ^ Sym"(M) (g) Sym"(V^) 
et Alt" (Mol/) ^ Alt" (M) (g) Alt" (y). Ainsi si M est pair (repectivement impair) il 
en est de même pour M g) V. En particulier si M est de dimension finie, M (g) V est 
de dimension finie. Or (M V)'-' est un facteur direct de M (gV, et un facteur direct 
d'un objet de dimension finie est de dimension finie. □ 

Proposition 3.10. — Si M est un motif d'Artin muni d'une action de G et p une 
F -représentation de G, alors (M (g Vp)^ est encore un motif d'Artin. En particulier 
L^^^{M,G,p,t)-'^ est un élément de 1 + Ko (MA(fc)F) 

Démonstration. — La première assertion est immédiate. Compte tenu du fait que les 
motifs d'Artin sont pairs et de la formule (2.3.2), la deuxième en découle. □ 

Lemme 3.11. — Soit G un groupe fini et p une F -représentation de G. On considère 
la structure de G-module sur W =' F[G] (g Vp donnée par la régulière gauche sur 
F[G] et l'action triviale sur Vp. Alors l'endomorphisme 7tg,p "= SgeG Pdis)® pi.9) 
(pd désignant la régulière droite) est un projecteur G-équivariant de W , d'image G- 
isomorphe à Vp. 

Démonstration. — On vérifie que l'application 

Vp — > ïm{'ïïG,p) 
V I — > 5 <S) p{g)v (3.2.7) 
geG 

est un isomorphisme G-équivariant. □ 

La proposition suivante précise les propositions 13.3.1.2 de [And04] et 4.5 de 
[DM06]. Remarquons que dans ces deux derniers énoncés, il est nécessaire de supposer 
la courbe géométriquement intègre. 

Proposition 3.12. — Soit une k-courbe projective et lisse. 

1. Zniot('^)i) est rationnelle. Plus précisément, si ^ est irréductible et k' est le 
corps des constantes de %\ la série formelle'^^^ 

Zniot{k',t) ^ Zjnot(fc'j Lt) ^ Z^otCé'jt) (3.2.8) 

est un élément de 1 -\- Ko (CHM(A;)ir) En particulier, si est géométrique- 
ment intègre on a 

(l-i)(l-Lt)Zn,ot('^,i) G 1 + Ko (CHM(fc)i.) [É]+ (3.2.9) 

On suppose à présent que est irréductible et qu'un goupe fini G agit sur'é'. Rappelons 
(cf. proposition 3.4) que G"^ agit alors naturellement sur /i"('^ ) et h^ijé'). Soit p une 
F -représentation de G. 



(^'La proposition 3.10 montre que Ziiiot(fc',t) ^ est dans 1 + -Kq {CiîM{k)p) [t] 
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2. L^^^i^ ^ G, p, t) est rationnelle. Plus précis émen4^^ , on a 

Zmot{{h' {^) ® Vpo^f"' ,t)-' Z^,,{{h^ {^) ® Vpo^f"' , L i^^(<r , G, p, t) 

el + Ko (CHM(fc)F) (3.2.10) 

3. On suppose que l'action de sur h^C^) et /i^C^) est triviale. 

(a) Pour toute F -représentation p irréductible non triviale, L^^^{'é' ,G, p,t) 

est un polynôme, 
(h) Pour toute F -représentation p, on a 

[Z^,t{k',t)-^Z^,,{k',\.t)-^Y^^''^^ L^^,{',f,G,p,t) G l + Jro(CHM(fc)f) [t] + . 

(3.2.11) 

En particulier, si est géométriquement intègre on a 
[(1 - i) (1 - Lt)]^s(^") L^Zi'^, G,p,t)el + Ko (CHM(fc)^) + . (3.2.12) 

4. On suppose que '^ê — Y Xk k', où Y est géométriquement intègre, G°^ = 
Gal(fc'/fc) et G agit sur Y k' via l'action naturelle sur le deuxième facteur. 
Pour toute F -représentation p de G, on a alors 

[^mot(V-,t)-' ^mot(V-,Lt)-i] Lgf,{^,G,p,t) Gl + Ko (CHM(fc)F) [t]+ . 

(3.2.13) 

Démonstration. — On reprend les notations 3.3. Soit /i^C^) 1' image du projecteur 
Id — Pa; —p'^. Alors h^{^) est impair ([Kim05, Tlicorcm 4.2]), donc (proposition 2.5) 
Zraot{h^{'^), t) est dans 1 + if (CHM(A:)q) [t] + . La décomposition 

/iC^) = /i°('^)®/i^('r)©/i2('^) (3.2.14) 

induit la décomposition 

^mot('^',i) = Zmot(/i°C^),i) Z^„t{h\^),t) Z^^t{h^{^),t). (3.2.15) 

Des isomorphismes h°{'é') ^ /i(Spec(fc')) et h?-{'é') ^ /i(Spec(A;'))(-l) on déduit le 
point 1. 

Comme et p'^ sont compatibles à l'action de G°p (proposition 3.4), Id— — p'x 
l'est également et on a (lemme 3.2) 

(/iC^) Vpf" = (/i°c^) Vpf°' e (/i^c^) Vpf" e (/i°c^) Vpf" (3.2.16) 

d'où une décomposition 
L^f,{'é',G,p,t) 

= Z^ot{{h\^) Vpf°\t) Z^.tiih'i'^) Vpf" ,t)Z^ot{{h\'é') Vpf" ,t). 

(3.2.17) 



(3)La proposition 3.10 montre que 2mot(('î°('^) ® yp°p)^°^ ,t)~^ est dans 1 + Ko (CHM(fc)F) [«] + . 
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Comme h^(^) est impair, ® Vp)'^ ^ l'est également (proposition 3.9) et 

^mot((/iH'^) ® *) est un élément àel + Ko (CHM(A;)f) [*]+. Par ailleurs, on a 

^mot ((/i' C^) ® l^p)"^" , t) = Z„ot C^) (- 1) ® V;,)^" , i) (3.2.18) 

= Z^,t{{h\^)®Vpf°\-l),t) (3.2.19) 

= ^mot((/i°C^) <S> Vpf\ï.t). (3.2.20) 

Ceci montre le point 2. 

Pour montrer le point 3, on remarque que si l'action de G°p sur h^{^) — > 
ft-(Spec(fc')) est triviale, et si p est irréductible, on a {hP(^) ® V^op) = 
h^{^) (8) VpÇp" = Si p est quelconque, on obtient donc en décomposant Vp en 
somme de G-représentations irréductibles un isomorphisme de F-S^-représentations 
discrètes 

(/i°C^) Vp..f" ^ h\'^)'^-^^^^^ ^ h{Svec{k')f'^^'^?^ (3.2.21) 

et on applique le point 2. 

Montrons a présent le point 4. Via l'équivalence de catégories (2.5.1), le motif d'Ar- 
tin /i(Spec(A;')) s'identifie à la représentation régulière gauche de Gal(A;'/A;). D'après 
la proposition 3.4, l'action de Gal(fc7fc) sur /i^C^) ^ /i(Spec(A:')) ^ F[Gal(Â:7fc)] 
induite par l'action de Gal(fc'/fc)°P sur Y Xkk' est la représentation régulière droite. 
On applique alors le point 2 et le lemme 3.11. □ 

4. La fonction L d'Artin motivique définie comme produit eulerien 

motivique 

Dans cette section, nous allons donner, pour un corps k de caractéristique zéro, 
une autre définition de la fonction L d'Artin motivique attachée à une fc-G-variété 
quasi-projective et une Q-représentation de G, sous forme d'un « produit eulérien 
motivique », et montrer que la fonction obtenue coïncide avec celle de Dhillon et 
Minac. 

4.1. Motif virtuel associé à une formule. — Concernant les rappels que contient 
cette sous-section, on renvoie à [DLOl], [DL02] ou [Nic07] pour plus de détails. 
Dans toute la suite, on appelle k-formule une formule logique du premier ordre dans 
le langage des anneaux à coefficients dans un corps k. Pour toute formule (p en n 
variables fibres et toute extension ii' de fc on notera (p{K) le sous-ensemble de K'" 
constitué des éléments de satisfaisant Lp. Si X est une fc-variété quasi-affine, on 
appellera formule sur X toute formule en n variables libres de la forme (p A ipx où (p 
est une formule en n variables libres et ipx la formule définissant les équations d'un 
plongement de X dans l'espace affine A". 

Un corps pseudo-fini est un corps parfait K vérifiant les propriétés suivantes : 
1. toute variété géométriquement irréductible sur a un point rationnel dans K ; 
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2. une clôture algébrique de K étant fixée, pour tout 1, K admet une unique 
extension de degré n dans cette clôture algébrique. 

Tout corps admet une extension qui est un corps pseudo-fini. 

Soient et V' des formules à coefficients dans k en les variables libres (xi, . . . , Xm) 
et (yi, . . . , Un), respectivement. On dit que ip est un d-revêtement de ip s'il existe une 
formule 9 en les variables libres {xi, . . . ,Xm,yi, ■ ■ ■ , Un) tel que pour tout corps pseudo- 
fini K contenant fc, l'ensemble 9{K) C x K™- est le graphe d'une application d 
pour 1 de 'fiK) vers ip{K). Les formules ip et ip sont dites logiquement équivalentes 
si (fi est un 1-revêtement de ip. 

L'anneau de Grothendieck de la théorie des corps pseudo-finis sur k, noté 
Ko(PFFk), est engendré comme groupe par les symboles [ip], où (p est une k- 
formule, et les relations [p] = [tp] si p et tp sont logiquement équivalentes, ainsi que 
[py ^] + [p A^] = [p] + [ip] si p et ip ont les mêmes variables libres. Le produit est 
défini par [p].[ip] "= [p Aijj]. 

Si k est de caractéristique zéro, Denef et Loeser ont montré dans [DLOl] et [DL02] 
comment associer de manière canonique à toute fc-formule un motif de Chow virtuel 
« avec dénominateur », i.e. un élément de ii'o (CHM(A;)q) Q. Dans [Nic07] cette 
construction est étendue à un cadre relatif. Pour démontrer ces résultats, une uti- 
lisation cruciale est faite de la théorie de l'élimination des quantificateurs dans les 
corps pseudo-finis en termes de formules galoisiennes, dûe à Fried, Jarden et Sacer- 
dote. Rappelons ce qu'est une formule galoisienne : soit X une variété affine normale 
munie d'une action libre d'un groupe fini G. Si C est une classe de conjugaison de 
sous-groupes cycliques de G, on note Pxac une formule sur X/G telle que, pour 
toute fc-extension pseudo-finie K, Px,g,c{^) s'identifie à l'ensemble des éléments de 
{X/G){K) qui admette les éléments de C comme groupes de décomposition dans 
X X/G. Si C est un clément de C, ce dernier ensemble coïncide avec l'ensemble 
des éléments de {X/G){K) qui se relèvent à un élément de {X/C){K) mais pas à un 
élément de {X/D){K) pour tout sous-groupe strict D de C, ce qui montre l'existence 
d'une telle formule d'anneau. 

On a alors le résultat suivant (cf. [DL02, Theorem 2.1] et [Nic07, Lemma 8.5]). 

Théorème 4-1 (Denef-Loeser,Nicaise). — Soit k un corps de caractéristique 
zéro. Il existe un unique morphisme d'anneaux 

X,^^^ : KoiPFFk) i^o™'"(CHM(fc)Q)Q (4.L1) 

qui envoie la classe d'une formule qui est une conjonction d'équations polynômiale 
sur la classe de la variété affine définie par ces équations et qui satisfait, pour toutes 
formules p et ip telle que p est un d-revêtement de ip, 

Xfo.nM=dx,,.nM). (4.1.2) 
Ce morphisme possède en outre les propriétés suivantes : 
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1. si X est une k-variété affine normale munie d'une action libre de G etC est une 
classe de conjugaison de sous-groupes cycliques de G, on a (cf. théorème 2.2) 

Xform('^-,0,c) =Xeq(^.^c) (4-1.3) 

OÙ de est la fonction 

^ ^ ( l si le groupe engendré par g est dans C (4 14) 

\ sinon. 

2. Supposons que k soit un corps de nombres. Soit l un nombre premier. Soit 
^ G Ko{PFFk) . Alors pour presque tout idéal premier non nul p de k on a 
Trp(xKXfo,„(v))) = l^(«p)|. 

Définition 4-2. — Soit k un corps quelconque, G un groupe fini et X une fc-variété 
quasi-projcctive munie d'une action libre de G. Si X est projective et lisse, on définit 
^form ('^A- « c ) £ Ko (CHM(fc)Q)(X)Q par la relation (4.1.3) (cf. la définition 2.3). Dans 
le cas général, on définit [<^x,G,c]var ^ -^o(Vari;) ® Q comme suit : si G est cyclique, 
on définit [Vx.ccjvar P^"" récurrence sur \G\ en utiHsant la relation 

|G| [X/G\ = Y. |C| y..c.cl,, ; (4.1.5) 

C<G 

pour G quelconque et C une classe de conjugaison de sous-groupes cycliques de G, on 

pose [v'x.G.c Ivar = INcfiC) ] Wx.c.c]^.^, OÙ C est un élément de C. 

Remarque 4-3. — Supposons X projective et lisse. Si k est un corps global, en 
raisonnant comme dans la preuve du lemme 3.3.2 de [DLOl], on voit que pour presque 
toute place finie p de la quantité TT^pixeiXffj^y^ifx.cc))) égale au cardinal de 
l'ensemble des éléments de {X/G){Kp) ayant décomposition C dans le revêtement 
X XI G. 

Supposons à présent k fini. Soit & Sfc le Frobenius géométrique. Pour r > 1, on 

note kr l'extension de degré r de k. Toujours en raisonnant comme dans la preuve du 
lemme 3.3.2 de [DLOl], on voit que, pour tout entier r > 1, T^T^iF^lxiiXf^j^ifx.G.c))) 
est égal au cardinal de l'ensemble des éléments de {X/G){kr) ayant décomposition C 
dans le revêtement X — > X/G. 

Par ailleurs, si k est de caractéristique zéro et X est aflRne normale, le théorème 
précédent montre que, par construction, on a 

Xvar([¥'x,G,c],.ar) = Xfo„„ ('/'x.G.C )• (4.1.6) 

4.2. Le motif virtuel des points fermés de degré n. — Nous rappelons dans 
cette sous-section la construction du paragraphe 2.5 de [Bou06]. Soit k un corps de 
caractéristique zéro et X une fc- variété quasi-projective. Pour tout entier n ^ 1, on 
note Sym"'(X)o l'ouvert de Sym"(X) constitué des ensembles de n points deux à deux 
distincts. Le morphisme 7r„ : X" Sym"(X) induit donc un 6„-revêtement étale 

7r„ : TT-i (Sym"(X)o) Sym"(X)o (4.2.1) 
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Supposons à présent X afSnc. Soit C„ est la classe des sous-groupcs de S„ engendré 
par un n-cycle. On note ihniX) la formule galoisienne ifi , 

Remarque 4-4- — Pour toute fc-extension pseudo-finie K, l'application qui a un 
élément de {xi, . . . ,a;„} de ipn{X){K) associe le zéro-cycle /^-rationnel induit 
donc une bijection de ipn{X){K) sur l'ensemble des points fermés de degré n de Xk- 

La classe de il>n{X) dans ii'o(PFF/j) ne dépend pas du choix du plongement afHne 
de X, on la note encore ipn{X)- 

Remarque 4-5. — Si L est une fc-extension finie séparable, on a ■î/'Ti(Spec(i)) = 
si n > [L : k]. 

Comme JCo(Varfc) est engendré par les classes de variétés affines et que pour tout 
ouvert affine U d'une variété affine X on a la relation tpn{X) = ipn{U) + ipn{X \ U) 
(cf. [Bou06, Lemme 3.7]) il existe un unique morphisme de groupes 

i^o(Varfc) ^ i^o(PFFfe) (4.2.2) 

qui envoie la classe d'une variété affine X sur il}n{X). On note encore ipn{-) le mor- 
phisme de groupes Ko{Yavk) Kq (CHM(fc)Q) ® Q obtenu par composition avec 
le morphisme Xf^,.^ du théorème 4.1. Rappelons l'énoncé de la proposition 2.17 de 
[BouOe]. 

Proposition 4-6. — Soit k un corps de caractéristique zéro. Pour toute k-variété 
X , on a la relation 

J2lj2dMX)y^=t^Z^,,{X,t) (4.2.3) 

soit de manière équivalente 

Vn > 1, $„(X) = Y, dMX). (4.2.4) 

d\n 

Définition 4-T- — Si A; est de caractéristique non nulle et X est une fc- variété pro- 
jective et lisse, on définit tjJn{X) G Ko (CHM(fc)Q)Q par la relation (4.2.4). De même 
si k est quelconque et X est une fc-variété quasi-projective, on définit Vn,var(X) G 
i^o(Varfc) (g) Q par la relation 

Vn > 1, $„,var(^) = Y.'^'l'dMX) (4.2.5) 

d\n 

(de sorte que si k est de caractéristique nulle, on a Xvar(V-'ri,var(-'^)) = ^m{X)). 

Remarque 4 -S- — Une autre possibilité pour définir ipn,vai{X) serait bien sûr de 
poser (cf. définition 4.2) V'nvar(-''^) -i ■ D'après (4.1.6), si k 
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est de caractéristique on a encore Xvar (V'ra,var(-'^)) — i^n{X). Mais il n'est pas clair 
que la relation (4.2.5) soit alors vérifiée. 

Corollaire 4-9- — Supposons que k soit un corps de nombres. Soit X une k-variété. 
Pour presque toute place finie p de k, on a la propriété suivante : pour tout n ^ 1, 

le nombre de points de <Î>„(X) (respectivement 'ij)n{X)) modulo p est égal au nombre 
de points de Xp à valeurs dans une extension de degré n de Kp (respectivement au 
nombre de points fermés de degré n de Xp). 

Démonstration. — Ceci découle du corollaire 2.9, de la relation (4.2.3) et des relations 
classiques liant fonction zêta de Hasse-Weil, nombre de points fermés de degré n et 
nombre de points à valeurs dans une extension de degré n. □ 

4.3. Motif virtuel associé à un symbole d'Artin. — Utilisant toujours la 
construction de Denef et Loeser, nous définissons dans cette sous-section des motifs 
virtuels associé naturellement aux symboles d'Artin (cf. la proposition 4.14). Nous 
verrons à la section 4.6 qu'en un certain sens, ils coïncident avec les motifs virtuels 
analogues définis par Dhillon et Minac dans [DM06]. Le lemme élémentaire suivant 
nous sera utile. 

Lemme 4-10. — Soit tt : X — > Y un morphisme de k-variétés affines. Soit K 
une k-extension pseudo-finie de k, dont on fixe une clôture algébrique. Soit n ^ 1 

un entier, Sym" tt : Sym" X Syni" F le morphisme induit par tt et K,,, l'unique 
extension de degré n de K . Soit y G ijjn{K) C (Sym" Y){K), soit y le point fermé de 
degré n de Xk associé, et soit y un élément de Y{Kn) ayant pour image y. Alors y 
se relève via Sym"7r en un point de {Sym"' X){K) si et seulement si y se relève via 
TT en un point de X{Kn). 

Notation 4-ii- — Soit G un groupe fini. On note IrrQ(G) l'ensemble des classes 
d'isomorpfiismes de Q-représentations irréductibles de G et Conjp(G) l'ensemble des 
classes de conjugaison de sous-groupes cycliques de G. 

Soit p une Q-représentation de G, C un élément de Conjp(G) et g un générateur 
d'un élément de C. La valeur de Xp{9) ne dépend pas du cfioix d'un tel 5 : on la note 

Soit G un groupe fini, X une fc-G- variété affine sur ketY = X/G. Soit I une classe 
de conjugaison de sous-groupes de G. On note Yx le sous-ensemble contructible de Y 
formé des points ayant un groupe d'inertie dans I. Soit V une classe de conjugaison 
de sous-groupes de G vérifiant la propriété suivante : il existe des éléments / de X et 
D AeT) tels que / C D C Ng{I) et D/I est cyclique. 

Soit n ^ 1 un entier. On note Sym"(li)o le sous-cnsomble constructible de 
Sym" (F) formé de l'intersection de Sym(F)o avec l'image de Yj dans Sym" (F). 
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On note V'x.cx.D.n une formule dont l'interprétation dans toute /c-extension pseudo- 
finie K est l'ensemble des éléments de SywJ^ {Yx)(y{K) , satisfaisant ipniX), qui se 
relèvent en un point X-rationnel de Sym"(X/Z?) mais pas à un point /C-rationnel de 
Sym"(X/£'') pour tout sous-groupe strict D' de D. 

Remarque 4.12. — D'après le lemme 4.10, la bijection naturelle entre ^pn{K) et 
les points fermés de degré n de Yk (cf. la remarque 4.4) met en correspondance les 
éléments de V'x.g.x.d,™ i^) 6t les points fermés de degré n de Yk ayant dans le G- 
revètement Xk — > Yk un groupe d'inertie dans T et un groupe de décomposition 
dans D. 

On suppose à présent k de caractéristique zéro. L'image de V'x,G,x,i>,n 1^ mor- 
phismc Xfoj.j-„ du théorème 4.1 ne dépend pas du choix du plongement afHne de X, on 
la note encore '0x,G,i,c,n- vérifie que si U est un ouvert affine G-stable de X, on 
a la relation 

i'x,G,X,-D.n = ■^U.G.X.-D,n + ^ X\U,G,T,-D,n (4-3.1) 

ce qui permet de définir, à. G, T, C et n fixés, un morphisme de groupes 

V'.,G.z,.,„ : i^o(G-Varfe) K^-'^iCRMik)ci)ç^ • (4.3.2) 

Remarque 4-13. — Soit G un groupe fini, L une extension finie de A; et tt : G — >■ 
Autfe(Spec(L)) un morphisme. Pour tout n ^ 1, on a V'spec(i,) g z c n = si X 
{Ker(7r)}. Par ailleurs, d'après la remarque 4.5, on a '^i'spec(i,) g {ker(,f)} -d n = si n > 
[L(^ :k]. 

Proposition 4-i4- — Supposons que k soit un corps de nombres. Soit n ^ 1. Pour 

presque toute place finie p, le nombre de points modulo p de ijj^ g i-d „ ^■'^ ^■9'^^ '^'^ 
nombre de points fermés de degré n de {X/G)p ayant un groupe d'inertie dans T et 
un groupe de décomposition dans T>. 

Démonstration. — On peut supposer X affine. Pour presque tout p, la G-variété X 
a bonne réduction en p. D'après le lemme 4.10 et le point 2. du théorème 4.1 il y a 
alors une bijection entre les éléments de V'x,G,x,xj,n ('^p) les points fermés de degré 
n de ayant dans le G-revêtement X^^ Y„_^ un groupe d'inertie dans I et un 
groupe de décomposition dans V. On conclut grâce au point 2 du théorème 4.1. □ 

Remarque 4-i5. — Nous ignorons s'il est possible de trouver un ensemble fini de 
places S de k tel que pour tout n ^ 1 et tout p ^ S le nombre de points modulo p de 
tpx G I -D n égal au nombre de points fermés de degré n de {X/G)p ayant un groupe 
d'inertie dans 2 et un groupe de décomposition dans V (i.e. s'il existe une version 
uniforme en n de la proposition 4.14). C'est en tout cas vrai si X est de dimension 
zéro (d'après la remarque 4.13) ou de dimension un (cf. la remarque 4.39 ci-dessous). 
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Notation 4-16. — Si G est un groupe fini, on note Conj(C?) l'ensemble des classes 
de conjugaison de sous-groupes de G. Si I est un élément de Conj(G), on note 
Conjg(G', J) l'ensemble des classes de conjugaison C de G vérifiant la propriété sui- 
vante : il existe des éléments / de X et G de C tels que / C G C Ng{I) et G// est 
cyclique. 

Remarque 4-^7. — Soit X une G- variété affine. Pour n > 1 donné, d'après les 
remarques 4.4 et 4.12 il est immédiat que les formules 

(■'/'x,G,x,23,„)leConj(G),I'eConjJG,X) (4.3.3) 

forment une partition de la formule ipn{X/G), i.e. on a pour toute A;-extension pseudo- 
finie K 

MX/G){K)= □ V.,o.x,x>.nW- (4.3.4) 

leConj(G), 
X>eConj^(G,I) 

En particulier, pour toute G- variété quasi-projective X, on a dans KoÇPFFh) la rela- 
tion 

MX/G)= Y. ^x.aa,^.n- (4.3.5) 
leCoiij(G). 

VeConjJa,!) 

Nous introduisons à présent une construction qui nous sera utile pour la démons- 
tration de la compatibilité à l'induction de la fonction L d'Artin motivique (cf. lemme 
4.30). 

Notation 4-18. — Soit H un sous-groupe d'un groupe fini G. Soit J G Conj(iî), 

V e Conj,^(iî, J), I e Conj(G) et C G Conj,^(G, J). On écrit { J,V) C {I,C) H H si 
on a la propriété : il existe un élément (/, G) de X x C tel que I est distingué dans G, 
C/I est cyclique, C HH eV et iCiHeJ. On note alors 

x,c .j! \c\ \inH\ 

•^•^'^ ~ \CnH\\i\ ^^■'^■^> 

et 

(fj%=\{gGC\G/H, gCg-'^nHGVetgIg-'^nHeJ}\. (4.3.7) 

Remarque 4- 19- — Soit X une A;-G- variété quasi-projective. Soit ii' une A;-extcnsion 
pseudo-finie et y un point fermé de {X/H)k, ayant décomposition V et inertie J. On 
note C (respectivement I) les groupes de décomposition (respectivement d'inertie) de 
l'image a; de y dans {X/G)k- Alors le degré de l'extension de corps résiduel Kx — > Ky 
est /^'^, et il y a exactement dj% points fermés de {X/H)k ayant décomposition 
V, inertie J', et image x. 

Soit n ^ 1 et d un diviseur de n. Pour toute fc-variété quasi-projective X, 
on note T^(d,n) '■ Sym'^X —>■ Sym" X le morphisme qui envoie {xi, . . . ,Xd} sur 
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{xi, . . . , Xi,X2, . . . ,X2, ■ ■ ■ , Xd, . . . , Xd}. Considérons à présent une fc-G-variété af- 



5 fois 

fine X et iî un sous-groupe de G. Soit p le morphisme naturel X/H X/G. 
Soit J G Conj(iJ), V e Conj^(iî, Z G Conj(G) et C G Conj^(G,2:) tels que 
{J, V) C (X, C)niî. Pour n > 1, on note V^'^ ^ „ une formule sur Sym"(X/iî) dont 
l'interprétation dans toute fc-extension pseudo-finie K est l'ensemble des éléments de 
Sym- {XIH){K) 

1. qui sont dans t/Jx h j v ^ i^) l 

2. dont l'image par Sym"p dans Sym" (X/G)(K) est l'image par 7r^,,i,c „ d'un 
clément de Syni ' •'^''^ {X/G){K) qui est dans -0 xc (^)- 

X,G,1,C,n/ f ^' ^ 

L'identification canonique de ^ ,j (K) à [(X / H) k]^^\ ^ niet donc en bijection 



'^xff {e} 17 l'ensemble des éléments de [{X/H)k]''^\ ^ ^ dont l'image par p 

est dans [iX/G)K]''^^j- c d - En particulier, les ensembles V'xh j c °ù (C,Z) décrit 

l'ensemble des éléments de Conj(G)^ tels que C G Conj<.(G,X) et (J,!)) C {I,C)r\H, 
forment une partition de ^x,H,j,-D,n{^)- On en déduit également que p induit une 
application dj'^^ pour 1 de '>Px,H,j,-n,n(.^) ^^r son image par Sym^p, laquelle est en 
bijection avec ^, ^ ^ „ (K). 



J .-D 



Supposons à présent k de caractéristique zéro. L'image de '^'x h s -n n mor- 
phisme Xfoi-m théorème 4.1 ne dépend pas du choix du plongement affine de X, 
on la note encore ''/'j^'^ j -d n' outre V'^'^ j » „ compatible à la décomposition 
d'une G- variété affine en une sous-G- variété affine ouverte et son complémentaire. On 
définit ainsi, à G, H, J, V, T, C et n fixés, un morphisme de groupes 

■■ ^o(G-Varfc) ^ /fo™'(CHM(fc)Q)Q (4.3.8) 

vérfiant, d'après ce qui précède, les deux relations suivantes. 



Lemme 4-20. — 



V'x...^.x,,„ = E ^li,s,..n (4-3.9) 

(Ifi)eConj(Gf 
C£Conj^{GJ) 
iJ,'D)C(X,C)nH 



Lemme — 



4.4. Définition via le produit eulêrien motivique. — 

Notation 4-22. — Soit G un groupe fini et p une Q-représentation de G. Soit I G 
Conj(G) et P G Conjg(G,T). Soient I et D des éléments de X et 2? respectivement 
tels qu'on ait / C D C Ng{I) et D/I cyclique. Soit g un élément de D dont l'image 
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engendre D/I. L'élément de Q[t] àei{\à —t p{g) |V^^) G Q[i] ne dépend pas des choix 
de /, D et (comme p est définie sur Q) 5 ; on le note ^p,i,v{t)- 

Rappelons la définition de la fonction L d'Artin classique comme produit eulerien. 
C'est sur cette définition qu'est modelée notre définition de la fonction L d'Artin 
motivique comme produit eulerien motivique. 

Soit k un corps fini, X une fc-G-variété quasi-projective, E un corps et p une 
iïJ- représentation de G. Soit (X/G)'"^ l'ensemble des points fermés de X/G. Pour 
y G {X/G)^^\ soit Dy un groupe de décomposition au-dessus de y, ly le groupe 
d'inertie correspondant, et Fr^ une prcimagc dans Cy du Frobenius correspondant. 
Le facteur local de la fonction L d'Artin en y s'écrit alors 

Ly{X,G,p,t) = det(Id-i'*''s(?/)p(Fr^) |y/,,)-i (4 41) 

La fonction L d'Artin associée aux données précédentes est l'élément de 1 + 
défini par 

LAr{X,G,p,t)^^' H Ly{X,G,p,t). (4.4.2) 

yeix/oo) 

Supposons à présent que E = Q. Pour y G {X/G)'^^\ on note Jy (respectivement 
"Dy) l'ensemble des groupes d'inertie (respectivement de décomposition) au-dessus de 
y. La définition (4.4.1) se réécrit alors 

Ly{X,G,p,t) = ^p,x^,v,it'''^^^'Y'. (4.4.3) 

Notation 4-23. — Soit X une fc-G- variété quasi-projective. Pour tout n > 1, tout 
X G Conj(G) et P G Conjp(G,X), on note X^}^ ^ ^ l'ensemble des points fermés de 
X/ G de degré n ayant inertie X et décomposition î>. 

On a donc la relation 

LAr{X,G,p,t) = '[[ n ^p.x.î.r)"'"'^™'- (4.4.4) 

n^l leConj(G) 
PeConjJG,!) 

Notation 4-24- — Si A est une Q-algèbre, P un élément de 1 + ^[[t]]"*" et a un 
élément de A on pose 

P{tr "^'i + Y: - 1)" (4.4.5) 

= exp(alog[P(t)]). (4.4.6) 

Définition 4-25. — Soit k un corps de caractéristique zéro, G un groupe fini, p une 
Q-représentation de G, X une A;-G-variété quasi-projective et F = X/G. Motivé par 
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la relation (4.4.4), on définit la fonction L d'Artin motivique associée à ces données 
comme étant l'élément de 1 + /rj^''(CHM(A;)Q)Q [[*]]+ défini par 

n^l leConj(G) PeConj^(G,X) 

4.5. Propriétés. — Dans toute cette partie, le corps k est supposé de caractéris- 
tique zéro. 

4-5.1. Lien avec la fonction zêta motivique. — Dans le cas d'un corps de base fini, 
si p est triviale, L ai{X, G, p,t) est la fonction zêta de Hasse-Weil de X/G. On a un 
résultat similaire pour la fonction L motivique. 

Lemme 4-26. — Soit X une k-G-variété quasi-projective. On a 

L^ot{X,G,tviy,t) = Z^„t{X/G,t) (4.5.1) 

Démonstration. — D'après la relation (4.3.5) et la définition de Xmot(-'^î G, triv, t). 



on a 



i„ot(^,G,triv,i) = n (1 _in)-V'„WG) (4 5 2) 

D'après la proposition 2.17 de [Bou06], le membre de droite de (4.5.2) coïncide avec 
Z^,t{X/G,t). □ 

4-5.2. Somme directe, quotient, ind/uction et restriction. — Nous énonçons ot démon- 
trons à présent quelques propriétés élémentaires des fonctions L d'Artin motiviques, 
pendant naturel de propriétés des fonctions L d'Artin classiques : compatibilité à 
la somme directe, au quotient, à l'induction et à la restriction des représentations. 
La compatibilité à la somme directe et à l'induction nous permettra de montrer que 
notre fonction coïncide avec la fonction définie par Dhillon et Minac (qui vérifie les 
propriétés analogues), et dans le cas d'un corps de nombres se spécialise sur la fonction 
d'Artin classique en presque toute place. 

Lemme 4-27- — (Compatibilité à la somme directe) Si p = pi (B P2, alors 

L^otiX, G, p, t) = L^otiX, G, Pl, t) L^otiX, G, p2,t)- (4.5.3) 

Démonstration. — On a en effet ^p^^p^ = ^px^pi- D 

Lemme 4-28. — (Compatibilité au quotient) Soit H un sous-groupe distingué de G, 
TT : G ^ G/ H le morphisme quotient, p une (^-représentation de G/ H et X une 
G-variété quasi-projective. Alors on a 

L^ot{X/H, G/ H, p, t) = L^otiX, G, p o TT, t), (4.5.4) 
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plus précisément on a pour tout n ^ 1 

IeConj{G) leConjiG/H) 
■DeConj^iG,!) T)eConj^{G/H,I) 

(4.5.5) 

Lemme 4-29. — (Compatibilité à la restriction) Soit H un sous-groupe de G, p une 
Q-représentation de G et X une H-variété. Soit Y la G-variété formée de l'union 
disjointe de G/ H -copies de X . Alors 

L^^t{X,H,p\„,t) = L^^tiY,G,p,t), (4.5.6) 

plus précisément on a pour tout n ^ 1 

n ^P|„,i,D(i")"'^^'"'^-"- = n ^p,x,27(t")-'^-.°--.--. (4.5.7) 

le Conj(H) Xe Conj{G) 

Conj^ (H,I) -De Conj^ (G ,X) 

Lemme 4-30. — (Compatibilité à l'induction) Soit H un sous-groupe de G, p une 
Q-représentation de H et X une G-variété. Alors 

L^ot{X,H,p,t) = L^ot{X,G,lnd'^ p,t). (4.5.8) 

Démonstration. — Le principe de la démonstration de ces trois résultats est le sui- 
vant : on montre que ces relations sont «vérifiées» pour toutes fc-extensions pseudo- 
finies, en «copiant» la démonstration des propriétés analogues des fonctions L d'Artin 
classiques, puis on applique le théorème de Dcncf et Locser. 

Nous nous contentons de donner la démonstration du lemme 4.30, et nous sup- 
poserons pour simplifier le revêtement X X/G non ramifié, la preuve dans le cas 
ramifié étant analogue. Rappelons tout d'abord que si p est une représentation d'un 
sous-groupe D d'indice / d'un groupe cyclique C on a 

•^Indg p,{e},C W = ^p,{e},D (t^) • (4.5.9) 

Soit C un clément de Conjj.(G), et C un élément de C. Soient Ci,. . . ,Cr les H- 
classes de conjugaison de l'ensemble {C D H, Ce C}. Pour i — 1, . . . , r, soit 

{C\G/H)^ = {g e C\G/H, gCg-^ n H e C^} (4.5.10) 

Le cardinal de cet ensemble est donc (cf. notations 4.18) <^|g| c., on le note ici di. On 
note également fi l'entier ■ 

D'après [Ser67, §7. 4, Proposition 15], on a 

^Indgp,{e},cW= n ^I„d^--Î .,{e},,C,-W (^.5.11) 
geC\G/H sCs-inH^'t 

soit, d'après la relation (4.5.9) 

•^Indgp,{e},cW= n ^P,{e},cAt^'f (4-5-12) 
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Appliquant le lemme 4.21 on obtient 

igp,M,cr)"'^^'°'^'>'^- = n ^p-{e},c. (i"^-) "'^-'-■^»>''^.-^^ . (4.5.13) 



I-idi 

On en déduit 



n n <^Indg.,{e},Cr)'''^-'^'^ = >''^- (4.5.14) 
n^lCeConj^(G) 

= nn n ^Me>,^(*"0 ^^=^ 

n^l /^l X>eConj^(iî) 

(4.5.15) 

= n n ■^p.{e}.x> (r) /é=/ (4.5.16) 

= n n .!3^p,{e},X) (i") "^«nH^"^.{e},x>,n 

n^l PeConj^(Jf) 

(lemme 4.20) = J] J] ^p,{e},27 (*") "'''^'"'^'>-^'" (4.5.18) 

n^l X>eCoiij^(H) 

d'où le résultat. 

□ 

Corollaire 4-31. — 1- La fonction L^iotiX-G. p,t) coïncide avec l'image dans 
1 + Ko{CBM{k)Q)^[[t]]+ de la fonction L^^^{X, G, p,t). 
2. Supposons que k soit un corps de nombres. Soit £ un nombre premier. Alors 
pour presque toute place p de k, on a la relation 

Trp{Xe{LmotiX,G,p,t))) = LAriXp,G,p,t). (4.5.19) 

Démonstration. — D'après le théorème d'Artin ([Ser67, 11-45, proposition 25]), il 
existe un entier positif d tel qu'on puisse écrire 

(iXp = ^ricXind§(,tnvc) (4.5.20) 
c 

où la somme porte sur des sous-groupes cycliques C de G et les ne sont des entiers. 
D'après les lemmes 4.26, 4.27 et 4.30, on a donc 



L^,t{X,G,p,t)'^= n imot(^,C,trivc,t)"^ = n Z^ot{X/C,tr^ 

(4.5.21) 



C<G C<G 
C cyclique C cyclique 
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De même, d'après les propositions 2.7 et 2.10 de [DM06] et le lemme 3.8, on a 

L^'^,{X,G,p,tf= n Z^ot{X/C,tr''. (4.5.22) 

C<G 
C cyclique 

Ainsi L^ot{X, G, p, t) et L^^{X, G, p, t) sont deux éléments de 1 + i^o (CHM(A;)q) ® 
Q[[f]]+ dont une puissance coïncide. Ils sont donc égaux. 

Pour montrer le deuxième point, on remarque que la relation (4.5.21) entraîne 

Xt{L^ot{X,G,p,t)f= n xe{Zmot{X/C,t))r'' . (4.5.23) 

C<G 
C cyclique 

D'après le corollaire 2.9, il existe un ensemble fini S de places tel que pour tout p ^ S 
et pour tout C on a la relation 

Tr^iXi iZ^ot{X/C,t)))) = Zuw{{X/C)„t). (4.5.24) 

D'après la relation (4.5.23) on en déduit que pour presque tout p on a 

Tv^iXe {LmotiX, G, p,t))f= [] ZHw((^/C)p,i)"'^- (4.5.25) 

C<G 
C cyclique 

Comme les fonctions L d'Artin classiques sont également compatibles à la somme 
directe, la restriction et l'induction, on en déduit le résultat. 

□ 

Remarque 4-32. — Soit k un corps fini et #fc : Kq (CHM(fc)Q) — *■ C le morpfiisme 
« nombre de fc-points » obtenu en considérant la trace du Frobenius sur une réalisation 
^-adique. On a en particulier, pour toute fc-varicté projective et lisse, 4/^kZnwi{X,t) = 
Zuw{X, t). En fait, un raisonnement analoge à celui de [DM06, §5.2] montre en outre 
que si G est un groupe fini agissant sur X, on a ij=kZuiot{h{X)'^ ,t) = Zuw{X/G,t). 
Comme dans la démonstration précédente, le tliéorème d'Artin permet alors de mon- 
trer qu'on a pour toute fc-variété X projective et lisse et toute Q-représentation p 
d'un groupe fini G la relation LAr{X, G, p, t) — #kL^l{X, G, p, t). Une relation ana- 
logue est montrée dans [DM06] dans le cas de représentations définies sur un corps 
contenant toutes les racines de l'unité. 

Remarque 4-33. — La relation (4.5.19) pourrait aussi être vue comme découlant 
de la comparaison des expressions (4.4.4) et (4.4.7) et du fait que pour tout n ^ 1 
et presque tout p le nombre de points modulo p de V'x.g.x.d,», ^st égal au cardinal 
de l'ensemble iiX/G)p)'"^jj, (proposition 4.14). Cependant, pour rendre l'argument 
rigoureux, il faudrait disposer d'une version uniforme en n de la proposition 4.14 (cf. 
la remarque 4.15). 

Corollaire 4-34- — Si X est de dimension au plus 1, L^ot{X,G, p,t) est ration- 
nelle. 
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Démonstration. — Ceci découle de la proposition 3.12 et du corollaire 4.31. □ 

Nous verrons à la section suivante que dans le cas d'un corps k de caractéristique 
non nulle et d'une variété X de dimension au plus 1, on peut encore définir des 
motifs virtuels V'x.c.x.cn de sorte que .^/J^^ vérifie la décomposition en produit eulerien 
motivique (4.4.7). 

4.6. Formules et motifs virtuels associés aux symboles d'Artin. — Soit k 
un corps, G un groupe fini, '^é' une fc-G-courbo projective et lisse sur k, Y = jG 
et E un corps de caractéristique zéro contenant toutes les racines de l'unité. Les 
auteurs de [DM06] définissent pour tout entier n ^ 1 et pour toute classe de conju- 
gaison C de G le «motif virtuel des éléments de degré n de symbole d'Artin G» noté 
Ar('^, G, G, n))n^i & Kq (CHM(fc)£;)®Q ayant la propriété suivante : si k est un corps 
global, pour presque toute place finie p et pour tout n ^ 1, Tip (x^(Ar('îf , G, G, n))) est 
le nombre d'éléments de (('^/G)p)ét de degré n et de symbole d'Artin G. La définition 
précise de ces motifs virtuels est rappelée ci-dessous. 

Le but de cette section est d'expliquer (lorsque k est de caractéristique zéro) com- 
ment ces motifs virtuels sont reliés aux motifs (''/'«■, g, {e},c,.i)- passage, nous expli- 
querons également, pour un corps k de caractéristique non nulle, comment on peut 
donner un sens aux motifs virtuels (V'x,G,x,c,n) une A;- variété projective lisse 

de dimension au plus 1. 

La remarque de départ est la suivante. Supposons que k soit un corps de nombres. 
D'après la proposition 4.14 et la propriété évoquée ci-dessus, pour tout n ^ 1, on a 
pour presque toute place p l'égalité 

Trp(xKV'^.G,ie}.c,n)) = E Trp(xKArCr,G,G,n))), (4.6.1) 

où, pour toute classe de conjugaison G et tout C G Conjp(G) on note G C la 
propriété : tout élément de G engendre un élément de C. 

Nous allons montrer que la relation 4.6.1 est déjà vraie au niveau des motifs virtuels, 
i.e. la proposition suivante. 

Proposition 4-35. — Soit k un corps de caractéristique zéro, G un groupe fini, 'é' 
une k -G -courbe projective et lisse surk et E un corps de caractéristique zéro contenant 
toutes les racines de l'unité. Pour tout n ^ 1 et tout C G ConjJG) on a dans 
Ko (CHM(A;)b) <SiQ la relation 

^^,G,ie}.c.. = E ^'C^' ^' (4.6.2) 

Avant toute chose, rappelons la définition des motifs virtuels (Ar('^, G, G, nj). Sous 
les hypothèses de la proposition 4.35, les auteurs de [DM06] associent à toute E- 
représcntation p de G une fonction L non ramifiée définie comme suit : le lieu de 
ramification ("^/G)™™ de ^ "^/G est une union finie de points fermés de '£ jG. 
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Pour tel point y, on note ly (respectivement Vy) l'ensemble de ses groupes de dé- 
composition (respectivement d'inertie), Xy un point de la fibre au-dessus de y, Dy 

(respectivement ly) le groupe de décomposition (respectivement d'inertie) associé, et 
Py la Q-représentation de Dy/Iy induite par p. On pose alors, suivant [DM06], 

Lrrc^,G,p,t) =Lrt('^,G,p,t) n irt(spec(«,j,D,//„p„t)-^ 

(4.6.3) 

Remarque 4-36. — Tout comme pour la définition de L^^, il est inutile dans la 
définition de L^^^'"'^ de supposer que le corps E contient toutes les racines de l'unité. 
En particulier, la définition a un sens pour une Q-représentation p. 

Remarque 4-37. — La compatibilité de ij^^ aux sommes directes de représenta- 
tions ([DM06, Proposition 2.8]) entraîne aussitôt la propriété similaire pour LJ^^'"''. 
Par ailleurs la remarque 3.7 montre que ij^^'"' est compatible au changement de 
coeflflcients. 

Soit C une classe de conjugaison de G. On note pour n > 1 

T„(C) = {£) e Conj(G), a; e D ^ a;" e C}. (4.6.4) 

On note le la fonction qui vaut 1 sur C et sinon. Il existe donc des nombres 
rationnels mp^c tels que 

le = ^ -nipfiXp (4.6.5) 

pelrrE(G) 

Les motifs virtuels Ar('^, G, C, n) sont alors définis par récurrence sur n > 1 à l'aide 
de la formule suivante 

/ \ 



E 



^ A,{^,G,D,d) 

d\n 



r= Y. rnp^ct'^U'\^,G,p,t). (4.6.6) 

pelrrQ(G) 



Lemme 4-38. — Pour toute Q-représentation p, on a dans Kq (CHM(A;)q) (g) Q 
relation 

L^T^'i'^, G,P,t) = l[ n ^PdehV in -'^-•0,iey,r.,n . (4.6.7) 

71^1 VeConj^{G) 

Démonstration. — D'après le point 1 du corollaire 4.31 et les définitions de i™'"' 
et imot il suffit de montrer qu'on a la relation 

n n n ■^p,x,i.(r)-'^'-.°.-.c.n 

n^l IeCoiy(G)\{e} X>eCoiy<,(G,I) 

= n L^Ot{^VeC{K^^),Dy/Iy,Py,t). (4.6.8) 

î/eC^'/G)"- 
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Or pour y £ ('^/G)''''"^ on a 

imOt(SpeC(Ka;j,), Dy/ly,Py,t) 



l^nsJ[K(î/):*;] D^Dy/Iy 

Par ailleurs pour n ^ 1, î G Conj(G) \ {e} et € Conjp(G,I), on a pour toute 
A;-extension pseudo finie K 

i><e,aa,r>,M = \_\ V'spec(..„,,.,,/.,.{e>.,,(x»,„ (4-6.10) 

où TTy{Ty) est l'image dans Dy/Iy d'un élément de D de D vérifiant D C Dy. Ceci 
découle en effet de la remarque 4.12. On en déduit l'égalité 

V'-^,G,X,D,n ~ 5Z '^Spec(,0i5„), ,,5,(11), n • (4.6.11) 

yG(<g'/G)""" 

VCVy 

Le résultat cherché en découle aisément. □ 

Démonstration de la proposition 4-35. — Pour tout p S IrrE(G) et tout C € 
Conjp(G) on pose (cf. (4.6.5)) nip^c == Yl ''^p,C- On note pour n > 1 

T„(C) = {P G Conj,(G), VL», D-^V^3C, G ^ C, D e ^«(G)}. (4.6.12) 

En sommant (4.6.6) sur toutes les classes de conjugaison G vérifiant G C, on 
obtient la relation 



E 



E E ( E Arc^'^'^'^)) 

d|n CeJd (C) \D-^V j 



E ^.,ci^irrc^,G,p,i) 



pelrrE(G) 

(4.6.13) 

On rappelle que l'on désigne par de la fonction 



„ , ^ si le groupe engendré par g est dans C , , „ ^ ,s 

■■ . ^ 4.6.14 

' smon. 



En particulier, 6c est une fonction Q-centrale. Il existe donc des rationnels 
("^P,c)peirrQ(G) tels que 

ee= Y. "^pfiXp- (4.6.15) 

pelrrQ(G) 
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Comme 0c = X) le, on a alors 

X] ^p-c Xp= ^-Pfi '^P 

pelrrQ(G) p6lrrE(G) 

D'après la remarque 4.37, il vient 



(4.6.16) 



E 

peIrri5(G) 



G,p,t)= m,,ci^irrc^,G,p,i). 

pelrrQ(G) 

(4.6.17) 

Pour C G Conjp(G), on note un générateur d'un élément de C. On a alors pour 
toute Q-représentation p 

t^^PdeyAn = -n X:Tr(p(xë))t"^ (4.6.18) 

D'après le lemme 4.38, on a donc 

Y m„ct^Lrr(^,G,p,t) (4.6.19) 

p6lrrQ(G) 

= E ^P.c E E-^^.o,{e}.x,,„i^-^P,{e},î^(i") (4.6.20) 

p6lrrQ(G) I5eConj^(G) «Sîl 

= E ^''.'^ E E"^-,o.(e>,^..ETr(p(^p))*"' (4-6.21) 

pelrrQ(G) X>eConj^(G)n>l fe^l 

= E E "V'..o.^e>..,„E E m,,cTr(p(x^))t"'=. (4.6.22) 

n^l I>eConj^(G) fc^lpelrrQ(G) 

Or on a d'après (4.6.15) 

1 si (x^) G C i.e. si 2? e ?fe(C) 
sinon. 



5^ m^,cTr(p(4)) = ^c(4) 

pelrrQ(G) 

Finalement on obtient 



(4.6.23) 



E ^-c*^^S^f"(^'G,p,i) = E E E n^.,o,w,x>.*"'= (4-6.24) 



P6lrrQ(G) 



dt 



( 

E E ^V'<^,G.{e},I,,d 

i|n yx>ecPn(C) 



E 



(4.6.25) 

D'après (4.6.13), (4.6.17) et cette dernière relation, on obtient pour tout n ^ 1 l'égalité 



E E (e M'^,G,Arf))=E E '^^.,o,w 

d\n VeT^iC) \D-^T> / d\n I>63'^(C) 



d'où le résultat cherché. 



(4.6.26) 
□ 



32 



DAVID BOURQUI 



Remarque 4-39. — En écrivant les relations (4.6.25) pour tous les éléments C de 
Conjp(G) et en utilisant le point 2 du corollaire 4.31 et les propriétés standards des 
fonctions L d'Artin classiques, on montre par récurrence sur n que si k est un corps 
de nombres, il existe un nombre fini de places S tel que pour tout p ^ S, pour tout 
C G Conj(,(G) et tout n ^ 1 Trp(x^(V'^,G,{e},D,n)) égal au nombre de points fermés 
de degré n de {X/G)p^èt ayant un groupe de décomposition dans C (cf. remarque 4.15). 

Remarque 4-40- — Comme la définition de ij^^'"'(^, G, p, f) a un sens en carac- 
téristique non nulle, les relations (4.6.25) permettent do définir V'^s- « { } d n '^^ 
ractéristique non nulle. Par ailleurs, si k est de caractéristique zéro et si L est une 
A;-extension finie séparable munie d'une action libre de G on a également pour tout 
C e Conj,(G) 



mp,c t ^^L„iot(Spec(L), G, p, f) = ^ 



^ "'^ dt 



dtp 



/ y T'Spec(i:,),G,{e},I>,<i 

(4.6.27) 

Ces relations permettent de définir V'specci,) g {e} -d d (^^ donc V'spec(i) gx-d d d'après la 
remarque 4.13) si k est de caractéristique non nulle. Finalement, compte tenu de la 
relation (4.6.11), il est possible pour un corps k de caractéristique non nulle de donner 
un sens aux motifs virtuels V'x.G.i.u.r. pour toute fc-G-variété projective et lisse X de 
dimension au plus 1. En utilisant les relations d'orthogonalité 

CeConj^(G) ^ 

on peut alors montrer en partant des relations (4.6.25) et (4.6.27) qu'on a pour tout 
p la décomposition 

LSM(x,G,p,i)=n n n ^p,x,p(t")-'^-.-.-.--. (4.6.29) 

n^l leConj(G) X>eConj^(G,X) 



5. Le volume de Tamagawa motivique 

5.1. Le volume de Tamagawa classique. — Soit k un corps fini de cardinal q, 
une fc-courbe projective, lisse et géométriquement intègre, K son corps de fonctions, 
^ — > un morphisme projectif, lisse, à fibres géométriquement intègres, dont la 
fibre générique X vérifie les hypothèses suivantes : 

Hypothèses 5.1. — 1. On a H^{X, ûx) = H^iX, &£) = 0. 

2. Pic(X*) est un Sx-module discret libre de rang fini qui coïncide avec Pic(X). 

3. Le rang de Pic(X'') coïncide avec le deuxième nombre de Betti de X. 

Sous ces hypothèses, nous rappelons la définition, dûe à Peyrc, du volume de Ta- 
magawa de la famille . Lorsque 3^ vérifie l'approximation faible, ce volume 
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apparaît conjecturalement dans l'estimation asymptotique du nombre de sections de 
^ — > de degré anticanonique borné (cf. [PeyOSa] pour plus de détails, ainsi que 
la remarque 5.2 et la section 5.9 ci-dessous). 

Soit 'K un sous-groupe d'indice fini de Qk agissant trivialement sur Pic{X), K' 
[K^)''^ , G ''^ Ga\{K' / K) et ^ ^ le /c-revêtement galoisien ramifié de groupe G 
correspondant à l'extension K' /K. On note p^g la Q-représentation de G induite par 
l'action de sur Pic(X). 

Le volume de Tamagawa de ^/"^ peut alors être défini comme le produit eulerien 

^(^/<^)d^^ç(i-.W)dMX) -Q i^(^,G,p,g,,-i)-ii^^3|^. (5.1.1) 

Grâce à la compatibilité des fonctions L d'Artin au quotient, cette définition est 
indépendante du choix de "K. Dans le cas où la famille ^ ^ ^ est constante, nous 
donnerons dans la section suivante une version motivique du volume de Tamagawa. 
Rappelons d'abord succinctement les arguments qui permettent à Pcyrc de montrer la 
convergence du produit eulerien (5.1.1). La convergence du produit eulerien motivique 
définissant le volume de Tamagawa motivique sera démontrée par une adaptation 
motivique de ces arguments. Les hypothèses 5.1 ont les conséquences suivantes : 

1. hi{X) = et hiiSCy) = pour tout y € ; 

2. pour presque tout y G on a un isomorphisme 

Pic(X^) ^ PicÇWy) (5.1.2) 

compatible aux actions de et Sk„ ; 

3. pour tout i distinct de la caractéristique de k et pour presque tout y G 'é'^^^ on 
a un isomorphisme de SK^-Q^-module 

Pic{lZy)C^Qe^ Hf{^y)(g)Qe{l). (5.1.3) 

Soit y G -^(O) un élément non ramifié, et Fy un frobenius associé. Son image dans Sny 
est donc F^^ . On a l'estimation 

L,(i^, G, p^,,q-Y' = 1 - Tr {Fy\Pic(X)) g" 'i^s(y) + q {q-^ "^^^y^) (5.1.4) 

soit d'après l'isomorphisme (5.1.2) 

L,(^,G,p,,,ç-i)-i = l-Tr(F«jPic(:^)) ç-deg(î/) + o(g-2<i«s(^)) (5.1.5) 

Par ailleurs, on a d'après la formule des traces de Grothendieck-Lefschetz 

I^.MI= E i-iy TriF^JHJi^y)) (5.1.6) 

0^r^2 dim{X) 

En utilisant le théorème de Dcligne sur les valeurs propres du Frobenius, la nullité du 
premier nombre de Betti, l'isomorphisme (5.1.3) et la dualité de Poincaré on déduit 
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de (5.1.6) l'estimation 

\3t:y{Ky)\ = gdim(X) deg(î;)_^rpj. ^p^^ | YicÇEy)) g(dim(X)-l) deg(î/)^Q J^^(dim(X)-§) degfe)^ 

(5.1.7) 

De (5.1.5) et (5.1.7), on déduit finalement que le produit eulerien 

n ^.(^.G,p.„«-)-^^ (5.1.8) 

est absolument convergent. 

Remarque 5.2. — Pour x G 'é'^^\ notons le complété de K pour la valuation 
définie par x. Le volume de Tamagawa (5.1.1) correspond au volume de l'espace 
riaie'ié'co) ^{I^x) pour une certaine mesure adélique définie par Peyre (cette dernière 
définition est plus générale et vaut pour des ii'-variétés n'ayant pas nécessairement 
bonne réduction partout), et le nombre de Tamagawa de la famille X j^ê est défini 
comme étant le volume de l'adliérence de ^{K) pour cette même mesure. Il coïncide 
donc avec le volume de Tamagawa si X vérifie l'approximation faible, i.e. si X{iC) est 
dense dans Ilxe^c*) ^(-^x) (par exemple si X est rationnelle). 

Remarque 5. 3. — Peyre normalise la mesure utilisée par la partie principale de la 
fonction L d'Artin en t = q~^, i.e. par la quantité 

{l-qty^(P^<'^)'')LAr{^,G,p^„t)\ . (5.1.9) 

Nous nous écartons de cette définition notamment à cause du fait que l'analogue 
motiviquc naturel de cette quantité n'a pas nécessairement de sens dans l'anneau 
que nous considérons (cf. la remarque 5.12). Bien entendu il faudra tenir compte de 
ce choix dans la formulation de la version motivique de la conjecture de Manin, ce 
qui se fait à peu de frais, grâce la proposition 3.12 (cf. la section 5.9). Une question 
pertinente pour une « bonne » formulation de la conjecture de Manin semble d'ailleurs 
plutôt être liée aux pôles qui doivent apparaître sur le cercle de convergence (cf. la 
remarque 5.33). 

Remarque 5.4- — Supposons que la famille <^ — *■ ^ soit isotriviale, i.e. qu'il existe 
une /c-variété X telle que pour tout y G ^^^^ on a ^ ^ X Xf-Ky.Le produit eulerien 
(5.1.8) peut se réécrire 



ç(i-,(^))dim(^) -Q Y[ ^p,,.i,i,(g-")l^^°'-'-- 

n^l XeCoiu(G) 

X>eConj^(G,I) 



\X{K)\ 

q n dim(X) 



(5.1.10) 



Remarque 5.5. — On se place à présent dans le cas d'une famille triviale ^ = 
X X "ïf. Remarquons que les trois premières hypothèses de 5.1 équivalent alors aux 
hypothèses suivantes : H^{X, Ox) = H^{X, Ox) = 0, et Pic(X) est libre de rang fini 
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égal à b2{X). On a alors un isomorphisme Pic{X^) = Pic(X) compatible aux actions 
de Sk à gauche et Sfc à droite. On a ^ — > 'é' k'. En particulier le revêtement 
^ ^ est non ramifié et (5.1.10) se réécrit 

n^l C<G ^ 

Pour tout sous-groupe cyclique C de G et tout n ^ 1, on pose rin{C) = 1 si |C| = 
et r?„(C) = sinon. On a donc 



^G,{e},C,n 



(5.1.12) 



,='?n(C) 

et (5.1.11) peut se réécrire 

^a-.(.))ai.(x) ^ ^ (^..„M,c(a-T"^^^JS|^)'"''. (5.1.13) 

5.2. Vers un analogue motivique du volume de Tamagawa. — Désormais, 
on considère uniquement le cas d'une famille constante. Dans le cas d'une famille 
isotriviale, il est immédiat de concevoir un analogue motivique de l'expression 5.1.10, 
mais nous ne savons pas démontrer la convergence du produit eulerien motivique en 
question. 

5.2.1. Définitions. — Soit k un corps et X une fc-variété projective, lisse et géomé- 
triquement intègre, vérifiant les hypothèses suivantes : 

Hypothèse 5.6. — Pic(X) est un Zi-module libre de rang fini égal à b2{X), qui coïn- 
cide avec Pic(X*). 

Hypothèse 5.7. — Les groupes H^{X,ûx) et H^{X,Ô'x) sont nuls. 

Remarque 5.8. — Si fc est de caractéristique zéro, l'hypothèse H'^{X, ûx) = Q est 
superfiue au vu de l'hypothèse 5.6. 

Lemme 5.9. — L'hypothèse 5.6 entraîne la nullité de bi{X) et l'existence d'un iso- 
morphisme de Sk-Qe-modules 

Pic(X) ® ^ i/|(X) ® Q<;(1). (5.2.1) 

Si k est de caractéristique zéro et X est une variété de Fano, les hypothèses 5. 6 et 5.7 
sont vérifiées. 

Démonstration. — Tous les arguments nécessaires se trouvent dans [Pey95], nous les 
rappelons. Les suites exactes de Kummer induisent des suites exactes de S/j-modules 

^ HliX, Z^(l)) ^ T^(Pic(X) ^ (5.2.2) 

et 

^ Pic(X) Hi,(X, Ze{l)) Ti{Bv(X)) (5.2.3) 
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OÙ T(^{M) désigne le module de Tate de M . Sous l'hypothèse 5.6, Ti{P\c{X)) est nul, 
et donc bi{X) = 0. 

D'après [Gro68, Corollaire 3.4], le corang i?-adique de Br(X) est la différence entre 
b2{X) et le rang de Pic(X). Sous l'hypothèse 5.6 il est donc nul, d'où T^(Br(X)) = 0, 
d'où l'isomorphisme recherché. 

Si k est de caractéristique zéro et X est une variété de Fano, l'hypothèse 5.7 découle 
du théorème d'annulation de Kodaira. D'après [Pey95, Lemme 1.2.1 et remarques 
1.2.2 et 1.2.3]) Pic(X) est libre de rang fini égal à b2{X). □ 

Lemme 5.10. — Supposons que k soit un corps global. Alors, sous les hypothèses 
5.6 et 5.7, pour presque toute place finie p, il existe un isomorphisme 

Pic(X) ^ Pic(Xp) (5.2.4) 

compatible aux actions de Sk et S/tp • 

Démonstration. — Ceci découle de la démonstration du lemme 2.2.1 de [Pey95]. □ 

Sous les hypothèses ci-dessus nous allons définir, pour toute Â;-courbe projective, 
lisse et géométriquement intègre le volume de Tamagawa motivique de la famille 
constante X X/j ^ — > Il serait intéressant d'étendre ces définitions à une famille 
non constante, par exemple à une famille isotriviale. 

Notations 5.11. — Soit J{ un sous-groupe d'indice fini de 5k agissant trivialement 
sur Pic{X), k' k et G = Gal(A;'/fc). On note p^^ la Q-représentation de G induite 
par l'action de Sa sur Pic(X). On pose 2)^= ^ Xspec(/c) Spec(fc'), de sorte que ^ ^ 
est un fc-revêtement galoisien étale de groupe G. 

Un analogue motivique naturel du produit eulerien (5.1.11) est alors donné (for- 
mellement du moins dans un premier temps) par le produit eulerien motivique 



Ln dim(X) 



n^l C6Conj<,(G) 

(5.2.5) 

Notons que, grâce à la compatibilité au quotient des fonctions L d'Artin motiviques, 
pour tout n la série formelle 

ceCoiij,(G) 

est indépendante du choix de (i.e. de l'extension de k trivialisant Pic(X)). 

Remarque 5.12. — Si l'on désire adapter à ce cadre la normalisation utilisée par 
Peyre (cf. remarque 5.3), il faut en outre multiplier l'expression précédente par la 
valeur en f = de la série 

(1 - L i)>^g(P-W^) L„<,,(^, G, p,, , t). (5.2.7) 
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Mais d'après le point 4 de la proposition 3.12, on a 

Z^ot(Pic(X),t)-i Z„ot(Pic(X),Lt)~i L^otC^,G,p,t) e 1 + Ko (CHM(fc)Q) [t]+. 

(5.2.8) 

On voit alors que la série (5.2.7) ne converge pas en t = pour la topologie 
que l'on va utiliser si Pic(X) n'est pas un module galoisien trivial : si M est une 
représentation irréductible non triviale la série Z^ot{M,t) ne converge pas en t — 1. 
Une solution pourrait être d'inverser Z~l^{M, 1) = X^„>o(~l)" [Alt" M], mais outre 
que le morphisme de localisation correspondant n'est pas injectif, on ne disposera plus 
ensuite dans le cas d'un corps global du morphisme de spécialisation en presque toute 
place p (on a Tip{xe{Z~l,-{M, 1))) = det(Id - Frp \M) et cette quantité est nulle si M 
contient la S^p représentation triviale). 

Nous allons maintenant donner, dans le cas d'un corps de caractéristique zéro k, 
un analogue motivique de l'expression (5.1.13). Notons Coni^{G)c,n l'ensemble des 
éléments V de Conjj.(G) qui vérifient la propriété suivante : si D est un élément de 
V, il existe un élément C de C qui vérifie C <D et\C\ = Soit 

Proposition 5.13. — 1. Soit K une extension pseudo-finie de k, Ck < G un 
groupe de décomposition de K dans l'extension k ^ k' , et n ^ 1. Notons Kn 
une extension de degré n de K . Alors pour tout C G ConjJG), on a 

^ ^ = I {e} s'il existe C € C tel que C < Ck et \C\ = ^^ ^.lo) 

1 sinon. 

En d'autres termes, rj^, ^ ^ „(^) = {e} si et seulement si Kn a pour décomposi- 
tion C dans l'extension k! /k. 

2. Supposons que k soit un corps de nombres. Il existe un ensemble fini S de places 
de k tel que pour tout p ^ S et tout n ^ 1, on ait, en notant Cp la classe des 
groupes de décomposition de p dans l'extension k —> k' , 

f 1 s'il existe C € C et Cp G Cp tel que C < Cp et \C\ = 
I sinon. 

(5.2.11) 

En d'autres termes, si on note Cp un élément de Cp et Kp/np l'extension de 
corps résiduels correspondante, le membre de gauche de l'expression ci- dessus 
vaut 1 si l'extension Kp,n/Kp a pour groupe de décomposition dans Kp/Kp un 
élément de C, et vaut sinon. 

3. On a pour tout C G Conj^{G) et tout n ^ 1 

Ka.i.y,c,.=Vy,o.c,.-Mn (5.2.12) 



Trp 



Xe 



(jlk'.G.C.) 
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Démonstration. — Le premier point découle de la définition de g c n P'^'-'" 
priétés classiques des groupes de décomposition. Le deuxième point découle de ces 
mêmes définitions et propriétés, ainsi que du point 2 du théorème 4.1. 

Pour montrer le troisième point, on se ramène au cas où est affine. Alors, d'après 
le premier point, les formules V'®,G,c,n ^t ipn{'^) ^ Vy g c „ ^'^^^ deux formules de 
Sym"(^) dont les ii'-points coïncident pour toute fc-extension pseudo-finie K, d'où 
le résultat. □ 

D'après (5.2.12) le produit eulerien (5.2.5) se réécrit (formellement du moins) 



L(l-ffCg')) dim(X) J-j- -j-j- 

n^l CeCoiy„(G) 



,,{e},CK^ ) Ln dim(X) 



(5.2.13) 

C'est sous cette forme que nous allons définir le volume de Tamagawa motivique en 
caractéristique non nulle. Dans ce cas, il n'est malheureusement pas clair que cette 
dernière forme soit équivalente à (5.2.5), i.e. que la relation (5.2.12) soit vérifiée. Si k 
est un corps global de caractéristique nulle, l'analogue du point 2 de la proposition 5.13 
est encore valide, d'après la remarque 4.3. Si k est fini, toujours d'après la remarque 
4.3, l'analogue suivant du point 2 de la proposition 5.13. 

Proposition 5.14- — Supposons que k soit fini. Alors pour tout n > 1, tout m ^ 1 
et tout sous-groupe C de G, Tr(F™|x^(?7^, ^ ^ ^)) vaut 1 si kmn/km a pour groupe de 
décomposition C dans l'extension k' (8>fe km/ km et sinon. 

Nous allons montrer que le produit eulerien motivique (5.2.13) converge effective- 
ment dans une certaine complétion de l'anneau Ko (CHM(fc)Q) ® Q et, dans le cas où 
k est un corps global, se spécialise sur le volume de Tamagawa de Xp x '^p/'^p pour 
presque tout p. 

5.3. Topologie utilisée. — Soit A et B des anneaux et ip : A — > B[u,u~^] un 
morphisme d'anneaux. On définit une filtration décroissante de A par des sous-groupes 
en posant pour i € Z "S^^pA = {a G A, deg((/3(a)) < — z}. 

Notation 5.15. On pose = fim A/3%A. 

On a y^A.3^^^A c 3^^^-' A ce qui permet de munir A'^ d'une structure d'anneau. 
Le morphisme ip s'étend alors en un morphisme d'anneaux de A"^ vers l'anneau des 
séries de Laurent à coefficients dans B i.c (p : À"^ B{{u~^)). 

On a immédiatemment le critère de convergence suivants. 

Lemme 5.16. — On suppose que A est une Q-algèbre. Soit (a„)„^o et (&„)„^o 
deux suites d'éléments de A. On suppose qu'on a pour tout n deg(i^(&„)) ^ 0, et 
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deg((/3(a„)) + àeg{(p{bn)) < 0, et qu'on a deg(i^(a„)) + deg((^(6„)) — > -oo. Alors le 
produit nn>o(-'^ + (^n)^'^ converge dans , et on a 

^ ( n (1 + 1 = n (1 + '^K))''^'"'- (5-3.1) 

Nous allons définir le volume de Tamagawa motivique comme un élément de 

. — — ■ — - Poinc^ 

[Kq (CHM(fc)Q) ® Q] où PoinQ est le polynôme de Poincaré virtuel ^-adique. 

L'intérêt d'utiliser la réalisation ^-adique est de pouvoir spécialiser le résultat dans le 
cas d'un corps global ou d'un corps fini. On montrera que cette spécialisation donne 
bien le résultat attendu, à savoir le volume de Tamagawa classique. Ceci étant, on 
aurait pu utiliser une autre cohomologie de Weil. Dans le cas d'une surface, on peut 
même utiliser un polynôme de Poincaré absolu, cf. la section 5.10. 

5.4. Énoncé du résultat. — 

Théorème 5.17. — Soit k un corps, '^ê une k-courbe projective, lisse et géométrique- 
ment intègre et X une k-variété projective, lisse, géométriquement intègre et vérifiant 
les hypothèses 5.6 et 5.7. Le produit eulerien motivique 



L(1-sW) dim(X) -Q 



n ^.„„{e},c(L-")''-.°.' 



Vs>ie>>LV-- / Ln diin(X) 

CeConj^{G) 



(5.4.1) 



^ Poinc^ 

converge dans [Kq (CHM(fc)Q) ® Q] . On l'appelle volume de Tamagawa moti- 
vique de X X ^é", et on le note 'fmoA^ x "ij^ê). 

Ce théorème sera démontré à la sous-section 5.6. 

Remarque 5.18. — Si fc est un corps quelconque, on peut définir un polynôme de 
Poincaré virtuel £-adique Poinc^ : K^iVai]^) — > ifo(Sfe-Q^)[w] qui en caractéristique 
zéro se factorise par Xvar (^i ^ de type fini, ceci provient de l'existence d'une 
filtration par le poids sur les groupes de cohomologie £-adique à support compact ; 
pour le cas général cf. [Eke07]). On peut alors se poser la question de la convergence 

. — ■ — ■ — - Poinc^ ^.f 

de (5.4.1) dans Mk®Q où Mk = Ko{VsXk)[^-^] (cf. les définitions 2.6, 4.7 et 
4.3). En caractéristique zéro, compte tenu du fait que la situation « se factorise » à 
travers Xvar' réponse à cette question est positive. En caractéristique non nulle, en 
l'absence d'analogue de X^ar' nous ne connaissons pas la réponse. L'un des problèmes 
qui se posent est qu'on n'est plus a priori assuré de l'égalité Y'o'mci{Zmot{X,t)) = 
Poinc£(Zvar(^) t)), et donc de la validité de la relation (2.6.5) pour $n,var(^)- 

dim 

On peut également considérer la convergence dans le complété A^fc<8)Q de 
M.k ® Q pour la filtration dimcnsionncllc, utilisée dans la théorie de l'intégration 
motivique (cf. [DL99, §3.2]). Comme une variété de dimension n a un polynôme de 
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dim 

Poincaré virtuel de degré 2n, on a un morphisme continu naturel À4k ® Q 

— Poinc^ 

■Mk (8i Q , mais nous ne savons pas s'il est injectif, et nous ignorons si (5.4.1) 

dim 

converge dans Aik ® Q 

Définition 5.19. — Soit k un corps global, et p une place finie de k. Un élément de 
Ko{9k-Qe) ® Q((m~"'^)) est dit pur en p s'il s'écrit an u" où, pour tout n ^ no, 

a„ est une combinaison linéaire d'éléments de la forme [V] où les valeurs propres de 
Frp agissant sur V^'' sont des nombres algébriques dont tous les conjugués complexes 
ont pour module iV(p)î. Il est dit pur s'il est pur en presque tout p (en particulier 
l'image par Poinc^ d'un élément de Ko (CHM(A;)q) est pur). 

Théorème 5.20. — On conserve les hypothèse du théorème 5.17 et on sup- 
pose en outre que k est un corps global. Alors, pour presque toute place finie p, 
Poinc^(l^ot(X X 'ë'/'^)) est pur en p, et la série 

Trp [Poinc^(y_,(X x <^/'^))] e C[[u-']] (5.4.2) 

converge absolument en u = —1 vers le volume de Tamagawa '^{Xp x 'é'p/'é'p) défini 
par le produit eulerien (5.1.1). 

Ce théorème sera démontré à la sous-section 5.7. 

Théorème 5.21. — On conserve les hypothèse du théorème 5.17 et on suppose en 
outre que k est un corps fini. Alors pour tout entier m vérifiant 

m> ^logg(l + Sup,6i(X)) (5.4.3) 

la série 

Tr [i^fl Peine, (r^„,(X x ^é'^)] G C[[u-']] (5.4.4) 

converge absolument en u = —1 vers le volume de Tamagawa 'f'{Xk^ x 'ë'k^/'é'k^) 
défini par le produit eulerien (5.1.1). 

Ce théorème sera démontré à la sous-section 5.8. 

Remarque 5.22. — La condition (5.4.3) semble bien entendu artificielle, et on ai- 
merait s'en débarrasser. Elle serait superflue si par exemple Poinc£(l^ot(-'^ x '^/'^)) 
était à croissance polynômiale bornée au sens de [Eke07, §2], mais nous ne savons 
pas si cette propriété est vérifiée. 

5.5. Quelques lemmes. — 

Lemme 5.23. — Soit k' une extension galoisienne finie de k, de groupe G. Soit p 
une (^-représentation de G. Alors Xeq(Sp'2'2(fc')! Xp°p) ^c/. le théorème 2.2 en caracté- 
ristique nulle et la définition 2.3 en caractéristique non nulle) coïncide avec la classe 
de Vp dans Kq (MA(fc)Q). 
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Démonstration. — D'après le point 1 du théorème 2.2 en caractéristique nulle et 
la remarque 2.3 en caractéristique non nulle, via l'équivalence de catégories (2.5.1), 
Xgq(Spec(fc'), Xpop) s'identifie à la classe dans Kq (MA(fc)Q) de l'image du projecteur 
deVp® Q[G] donné par 

^ 5^ p"n9-')^9* = àrJ2p(9)®Pd9)- (5.5.1) 
D'après le lemme 3.11, cette image est isomorphe kVp. □ 

Lemme 5.24- — Soit k' une extension galoisienne finie de k, de groupe G. Soit po 
une (^-représentation de G. On a dans Kq (CHM(A;)q)q la relation 

E X,o(C)<^,,ec(.'),Oo..C=[^Po]- (5-5.2) 

CeConi^{G) 

Démonstration. — On peut supposer po irréductible. Soit C G Conjp(G). On rappelle 
que Oc est la fonction qui à g G G associe 1 si le groupe engendré par g est dans C et 
sinon. C'est une fonction Q-centrale à valeurs dans Q. Il existe donc des éléments 
'm-pfi € Q tels que 0c = X]peiiTq(G°p) '^p.c Xp- On a alors d'après les thcorcmos 2.2 et 
4.1 en caractéristique nulle et les définition 2.3 et 4.2 en caractéristique non nulle 

^spec(.'),G=p,c = E ™P,cXeq(Spec(fc'),XA>)- (5-5.3) 

peIrrQ(G°P) 

soit d'après le lemme 5.23 

¥'spec(.'),G=P,C = E mp,c[Vp.,]. (5.5.4) 

peIrrQ(G°P) 

Le lemme découle alors des relations d'orthogonalité (4.6.28). □ 



Lemme 5.25. — Soit k' une extension galoisienne finie de k, de groupe G. Pour 
toutn ^ 1 et toute (^-représentation p de G , on a dans Kq (MA(fc)Q)(8)Q la relation 

E Xp(C) X< (»?,,, G.c,„) = ^dim(p),„ 
CeConj^iG) 

Démonstration. — Pour C G Conjj.(G') on note 6c.n la fonction Q-ccntralc qui à 
g G G associe 1 si le groupe engendré par 5" est dans C et sinon. En particulier, on 



(5.5.5) 
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a les relations J2 Xp(C) Oc,n = et 0c,n = J2 ^"D- On a donc 

CeCoiy„(G) ï'eCoiy„(G)c,n 

'î.'.G.C.n = Y. ^Spec(.'),GoP,X> (5-5-6) 

CeCoiy,(G) CeCoiij<^(G) ■DeConj<^(G)c,„ 

= E Xp(^) E Xeq(Spec(fc'),^p) (5.5.7) 

CeConjJG) DeConj^CGjc.T. 

= E Xp(C)Xeq(Spec(fc'),^c,n) (5.5.8) 
ceCoiij,(G) 

= Xeq(Spec(fc'),Xp=p)- (5.5.9) 
Par ailleurs, il découle de la remarque 2.11 que l'élément de JCq (G-Q- Vect) donné 
par fdim(p),n ^ ^ 3^ pour caractère x". D'après le lemme 5.23, il est donc égal à 
Xeq(Spec(fc'),Xp. 

□ 



5.6. Démonstration du théorème 5.17. — Notons l la classe de Q£(— 1) dans 
.K^olSfc-Q^). Pour n ^ 1, soit Px,e,n{u) l'élément de 1 + i^o(Sfe-Q^)[[u~^]]^ défini par 



iCeConj^(G) 



Jji dim(X) 



(5.6.1) 



^ n ^P.s.{e},c(r"n 
CeCoiy,(G) 



) Poinc^($„(X)) 



dim(A') y^2n dim(X) " 

(5.6.2) 

Il découle de la relation (2.6.5) qu'on a deg(Poincjï($„('^))) =2n. Ainsi, d'après la 
relation (4.2.4) et la remarque 4.8, on a pour tout n 

< deg(Poinc^ (V'„(^)) < 2 n. (5.6.3) 

En vertu du lemme 5.16, il suffit donc pour établir la convergence dans [Kq (CHM(A:)q) (3 Q 
du produit eulerien motivique (5.4.1) de montrer qu'on a 

deg„(Px,£,n(w) - 1) < -3n. (5.6.4) 

D'après la proposition 2.12 et le fait que bi{X) est nul, il existe un polynôme Qq à 
coefficients dans ^^o(Sfe-Q^) vérifiant 

Ti(2 dim(X)-2) 



PoinC£ 



P0inQ($„(X)) = r di-^ dim(X) ^ p^^^^^_^ 



+ u 



n{2 dim(X)-3) 



Qo{u-^)- 



D'après (5.2.1) et la dualité de Poincaré, on a l'égalité 



H, 



2 dim(X)-2 



{X)] = [Pic(X)^] ^dim(X)-l_ 



(5.6.5) 
(5.6.6) 



NOMBRE DE TAMAGAWA MOTIVIQUE 



43 



Compte tenu du fait qu'une Q-représentation est isomorphe à sa duale, on en tire 
pour tout j la relation 



i 2 dim(X)-2 



^^j(dim(X)-l) 



APic(X) 



et finalement 

p J 0-2 dim(X)-2, 



b2{X),n 



APic(X) 



(5.6.7) 
(5.6.8) 



Ainsi, 



PoinQ($„(X)) 

£n dim(X) y2n dim(X) 



= 1 + ^ 



+ U 



-3n /} —n dim(X) 



APic(X) 

Mu-')- 



-2n 



(5.6.9) 



Par ailleurs, il existe un élément Q\ de .K^o(Sfe-Q«) ® Q[M] tel qu'on ait 



n 



CeCoiy„(G) 

= l-r" 5^ x,(C)x^(77„,^,,,J«-'" + «-*"gi(u-^). (5.6.10) 

CeConj^(G) 

D'après la relation (5.5.5) appliquée à p^g, on a pour tout n la relation 



Xp^g (C) XK»7,/,G,C,n) = Pb2{X),n 

CeConj^(G) 



APic(X) 



(5.6.11) 



l<i<b2(X) 



De (5.6.9), (5.6.10) et (5.6.11) on déduit l'inégalité 5.6.4, et donc le théorème 5.17. 
5.7. Démonstration du théorème 5.20. — 

Notations 5.26. — Pour toute place p de k non ramifiée dans l'extension k'/k, 
notons Cp la classe des groupes de décomposition de p dans l'extension k'/k, et pour 
n ^ 1, Cp,„ l'unique classe de Conjp(G) tel qu'il existe C G Cp,„ et Cp G Cp vérifiant 
C<Cpet |C| = J^. 

Lemme 5.27. — Soit b{X) le plus grand nombre de Betti de X. Il existe un ensemble 
fini S de places finies de k (dépendant de X et de 'é'), tel que pour tout p ^ S on a 
les propriétés suivantes : 

1. Pour tout n ^ 1, Poinc^($„(X)), Poinc^(V'n("^)) et Px,e,n{u) sont purs en p. 

2. Poinc^(y„ot(X X ^)) est pur en p. 

3. Pour tout n ^ 1, il existe des nombres algébriques {(Xp^n,r)r^3 vérifiant 

2{dim{X)+b2{X)){l + b{X)y 



Vr > 3, |a;p,„,r| ^ 



et 



Trp (logiPxAniu))) = ^ap,„,,7V(p)-^ 



(5.7.1) 
(5.7.2) 



r>3 
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4. Pour tout n ^ 1, il existe des nombres algébriques (/3p,ra,r)o^r^2n vérifiant 

|Pp,n,r| < (5.7.3) 

et 

Trp (PoinQ(Vn(^))) = 5^ pp,n,rN{p)iu^. (5.7.4) 

5. existe des nombres algébriques (7p,r)r^i vérifiant 

|7p,r| < 6r (ôiC^) + 1) (dim(X) + 62(X)) (1 + b{X)y (5.7.5) 



Itp 



^PoinQ(V'„C^)) log(Px,«,„) 



l + I^7p,rMp)-5u-^ (5.7.6) 



6. La série entière TYç{Vo\nCi\f'rn.ot(X x*^)]) S Cffu ^]] converge absolument pour 
tout u = z & C vérifiant 

\z\>{l + h{X))N{p)-"^ (5.7.7) 

et sa somme vaut alors 



exp 



|:Tr,[Poinc.(^„(^))]_ log (^.„.,C.„(iV(p)-" 

(5.7.8) 



Démonstration. — Notons S la réunion des places finies p qui vérifient l'une des 
conditions suivantes : 

1. p appartient à l'ensemble fini du point 2 de la proposition 5.13 ; 

2. ilexisteCeConj,(G) tel 
pas pur en p ; 

3. Poincf (X) n'est pas pur en p ; 

4. PoincfC^) n'est pas pur en p ; 

5. p est ramifié dans l'extension fc'/fc ; 

6. p divise ^. 

Pour p ^ 5 et n ^ 1, la relation (5.2.9) montre que Xe{Vk> g c P^^ P- 

ailleurs, pour p ^ S" et n > 1, la proposition 2.12 montre que Poinc^ ($„(X)) et 
Poinc£($„('^)) sont pur en p. La relation (4.2.4) montre alors que Poinc^(^„('^)) est 
pur en p. On en déduit que Px,i,n{u) est pur en p, puis que Poinc^('^ot(^ ^ '^)) 
pur en p. 
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Soit p ^ S. Posons v = N{p) 2 u ^. Soit n ^ 1. Comme PoinQ($„(X)) est pur en 
p, on a 

/ Poinc,(cî>„(X)) \ 

P Wn dim(X) y2n dim(X) i 

^ Tr(Fr^ dim(X)-r(j^^^ ^y^p^ -r» ^ <"-f )- (5.7.10) 
0^r^2 dim(Jf) 

^ ap.n.rî;"'' (5.7.11) 
0^r^2 dim(X) 

OÙ les Op,„,r sont des nombres algébriques vérifiant ap^n,r = '^p,n,2 diin(x)-r ^t 

VO < r < 2 dim(X), |o!p,„,^| < 6(X). (5.7.12) 
Il découle de la proposition 5.13 et de (5.7.11) que l'on a 

Trp{Px,Uu)) = ^P^,,e,JN{p)--u-'n { E ap,n,rV^A . (5.7.13) 

\0!;r<2 dim(X) / 

On voit ainsi que TTp{Px,e,niu)) s'écrit Qi,p,n(w") (52,p,n(i'") où (5i,p,n est un poly- 
nôme de degré 2 62(-'^) dont les racines sont de module 1 et Q2,p,n est un polynôme 
réciproque de degré 2 dim(X) dont les racines sont de module inférieur à 1 + b{X). 
On en déduit (5.7.2) et (5.7.1). 

Montrons le point 4. D'après la proposition 2.12 et la remarque 2.11, on a pour 
tout d > 1 

Tr (Frp | Poinc^($d('^))) = 1 + (-1)'*+^ Tr(Pr^ IHjCrf)) u'^ + N{pf u^^. (5.7.14) 
Par ailleurs, comme Poinc^($d('^)) est pur en p on a 

Vd > 1, |Tr(Fr^ \Hj{'é'))\ N{p)-^ < hi'é'). (5.7.15) 
D'après la relation (4.2.4), on a 

'd 



Vn^l, Vn(^) = -V/x(-) $dC^), (5.7.16) 



a\n 

OÙ fj, : {0, 1, —1} est la fonction de Mobius. On a donc pour tout n ^ 1 

TVp (Poinc^(V„C^))) 

= ^ E (-l)'+VQ)Tr(Fr^|7îiC^))iV(p)-^^'' 

d I n 
d impair 

, / ri \ .1 /9t7\ , 

v'^ (5.7.17) 



+ ^ E [(-irV(^)Tr(Frp^|iïl(^))iV(p)-U/.(^ 

fi pair 

d'où le résultat annoncé. Les deux derniers points en découlent aisément. □ 
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Montrons à présent le théorème 5.20. Tout d'abord, d'après le lemme 5.10, il existe 
un ensemble fini S' de places de k tel que pour toute place p ^ S", on a un isomorpisme 

Pic(X) ^ Pic(X^) (5.7.18) 

compatible aux actions de Sfc à gauche et Swp à droite. Pour p ^ S', soit Gp un 
groupe de décomposition de p dans l'extension k' /k, p^.^^ la Q-représentation de Gp 
induite par l'action de S^p sur Pic{X), k'^ l'extension galoisicnnc de groupe Gp de Kp 
et &{p) = % Xkj, Kp. Le volume de Tamagawa de la famille x 'i^p/'^p est donc 
égal à 

n^l C<Gp ^ ^ 

(5.7.19) 

Comme 'Si^ = {'Té'Xkk')p est isomorphe à la réunion disjointe de G/Gp copies de ^(p), 
par compatibilité à la restriction des fonctions L d'Artin classique on a l'égalité 



(0)1 



y{Xpx%/%) = N{p) 



(I-SC^)) dim(X) 



n n ^p..,{e},c(A^(p)-")i^^^^^°'^»>'- 



n>l C<G 



\^JV(p)" dim(X) 



(5.7.20) 



\XM\ 

JY^'p) n dim(X) 



D'après la remarque 5.5, on a donc 
r(Xp x%p/%'p) = N{p) dW^) ]J 

(5.7.21) 

Soit S"' l'ensemble fini de places de k constitué de la réunion de l'ensemble S 
du lemme 5.27, des places p vérifiant N{p) < (1 + b{X))'^ et de l'ensemble S' in- 
troduit ci-dessus. Il découle alors du Icmmc 5.27 que pour tout p ^ S" la série 
Poinc^ {y^notiX x^)) est pur en p et que la série entière 

7V(p) (ffC^-D) di-(x) [Poinc, (r^ot(^ x G C[[u-^]] (5.7.22) 

converge absolument en m = — 1 vers 



exp 



ETrp[Poinc.(^4^))]«=-i log (^P..{e>.Cp,JA^(p)-")»=iî^ 



exp 



ETrplX.lV'nl^))] log (^P.„(e},Cp,„(iV(p)-")I|Mi^ 



(5.7.23) 

Mais d'après le corollaire 4.9, on a Trp[x«(V'n(^))] = C^p)i°^ et Trp[x£ (*n(^))] = 
\Xp{Kp^n)\- On en déduit que l'expression (5.7.23) coïncide bien avec N{p) (s(^)-i) à^'^W y(^Xp x 
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5.8. Démonstration du théorème 5.21. — 

Notations 5.28. — Pour tout entier m ^ 1, notons Cm le groupe de décomposition 
de km/k dans l'extension k'/k, et pour n ^ 1, Cmn le sous-groupe de Cm vérifiant 

ir I - i*^-! . 

Lemme 5.29. — Soit b{X) le plus grand nombre de Detti de X . On a alors : 

1. Pour tout n 1, il existe des nombres algébriques (a,i_,.),.^3 vérifiant 

w , , ^ 2(dim(X) + 62(X))(l + 6(X)r 

Vr > 3, Q„,r < (5.8.1) 

r 

et pour tout m ^ 1 

Tr{F^\log{PxAn{u))) =J2'^n,rq-'^ u-^-. (5.8.2) 

2. Pour tout n ^ 1, il existe des nombres algébriques {Pn,r)o^r^2n vérifiant 

\(3n,r\ < ^i^^ (5.8.3) 

et pour tout m ^ 1 

Tr(Fr|PoinQ(V'„C^)))= ^ g u''. (5.8.4) 

5. // existe des nombres algébriques (7r)r^i vérifiant 

\^r\ < 6r(6iC^) + l)(dini(X) + 62(X))(l + 6(X))'' (5.8.5) 
ei pour tout m ^ 1 



Tr 



I ^ P0inQ(V„(^)) l0g(Px,£,n) 



1 + ^7^9"^^"''. (5.8.6) 



4- Pour m, > 1, la série entière Tr(Poinc£[f ™| '^^((X x '^)]) € C[[u "'^J] converge 
absolument pour tout u = z G C vérifiant 

|z|>(l + 6(X))g-f (5.8.7) 

sa somme vaut alors 



exp 



ETr[Fr|Poinc.(^„(^))]_ log f ^.„.,M,C., J.""™ 



im(X) 2 2 n dim(X) 
(5.8.8) 



La démonstration de ce lemme est très similaire à celle du lemme 5.27. Par un 
raisonnement analogue à celui de la section 5.7, on en déduit le théorème 5.21. 
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5.9. Lien conjectural avec la fonction zêta des hauteurs anticanoniques. 

— On se place sous les hypothèses du théorème 5.17. On suppose en outre que le 
cône effectif de X est finiment engendré et que la classe du faisceau anticanonique de 
X est à l'intérieur du cône effectif. Ces hypothèses permettent de définir un invariant 
rationnel a*{X) (cf. [PeyOSa, §3.1]). On définit par ailleurs l'invariant P{X) comme 
étant le cardinal du groupe H^{k, Pic(X)). Si K désigne le corps des fonctions de on 
suppose en outre que l'ensemVjlc X{K) est Zariski dense. Par souci de simplification, 
on supposera également qu'on a 

M&x{d e N>o, i [ux^] e Pic(X)} = 1. (5.9.1) 

Supposons tout d'abord que k soit un corps fini de cardinal q. Pour U ouvert 
de Zariski de X assez petit, on peut alors considérer la fonction zêta des hauteurs 
anticanonique Zyi{X x '^/'^, U,t) : c'est la série génératrice qui compte le nombre de 
morphismes de vers X de degré anticanonique donné dont l'image n'est pas incluse 
dans le complémentaire de U. Voici une version de la conjecture de Manin dans ce 
cadre. 

Question 5.30. — On suppose que X x 'é' /'é' vérifie l'approximation faible (par 
exemple que X est rationnelle). Est-il vrai que pour un ouvert U assez petit, la sé- 
rie entière Zh{X x '^/'é',U,t) a un rayon de convergence égal à et que pour un 
certain e > sa somme se prolonge en une fonction méromorphe sur {\t\ < q~^~^^}, 
admettant un pôle d'ordre rg(Pic(X)) en t = q~^ tel que 

lim (1 - gt)'-s(P'=(^))Zjf(X X 'ë'/^, U,t) 

= a*(X)/3(X) f(l-gi)'-s(P'^W)L^,(^,G,p„„d ^(X x ^/^). (5.9.2) 

Nous donnons ci-dessous un pendant motivique de la version affaiblie suivante de 
la question 5.30. 

Question 5.31. — On suppose que X x 'é' /'é' vérifie l'approximation faible. Est-il 
vrai que pour un ouvert U assez petit, la série 

det(Id -Fk t\ Pic(X)) det(Id -q Fk t\ Pic(X)) Zh{X x ^/<^, t) (5.9.3) 

converge en t = q~^ vers 

a*{X)l3{X) [det{Id-Fkt\Fic(X)) det(Id-gFfet|Pic(X))i^,(^,G,p„„t)]^^^_, y{Xx 

(5.9.4) 

Revenons au cas d'un corps k quelconque. Pour U ouvert de Zariski de X assez 
petit, on peut alors considérer la fonction zêta des hauteurs anticanonique géométrique 
ZH,vaT{X X '^/^,U,t) : c'est une série formelle dont les coefficients sont les classes 
dans Kç,{yi\ïk) des espaces de modules paramétrant les morphismes de vers X de 
degré anticanonique donné dont l'image n'est pas incluse dans le complémentaire de 
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U. Lorsque k est un corps fini, le morphisme « nombre de points » envoie .^H.var sur 
Z^. Si k est de caractéristique zéro, on peut considérer la fonction zêta des hauteurs 
motiviques ^H,mot == Xvar (■^H,var)- Par analogie avec la question 5.31, on peut alors 
poser la question suivante. 

Question 5.32. — Supposons k de caractéristique zéro. Est-il vrai que pour un ou- 
vert U assez petit la série 

Z„ot(Pic(X),t)-i Z„,oi(Pic(X),i)-i ZH,rnot{X X ^/^,U,t) (5.9.5) 

— — ^ Poinc^ 

converge dans [Xq (CHM(A:)q) Q] en t — vers 

a{X)P{X) [Z^ot(Pic(X),t)-iZ^ot(Pic(X),Lt)-iL^ot(^,G,P„.,i)]4=L-i r_,(Xx<^/<r) ? 

(5.9.6) 

Les arguments développés dans [Bou06] montrent que la réponse à cette question 
est positive dans le cas où X est une variété torique déployée et = P^. 

Remarque 5.33. — On pourrait imaginer renforcer la question 5.31 en demandant 
en outre la convergence de la série (5.9.3) en t = q~^~^^ pour £ > assez petit. Ceci 
aurait deux avantages : d'une part une telle convergence impliquerait une réponse 
positive à la question 5.30, d'autre part l'adaptation au cadre motivique serait aisée 
(quitte à introduire formellement des racines de L dans l'anneau de Grothendieck des 
motifs). Cependant une réponse positive à la question ainsi reformulée entraînerait 
en outre que les pôles de la fonction zêta des hauteurs sur le cercle de rayon q'^ sont 
inclus dans l'ensemble {a~^ q~^}, a décrivant les valeurs propres de sur Pic(X). 
Ceci n'est pas vérifié par exemple dans le cas du plan projectif éclaté en un point (où 
q^^ n'est pas l'unique pôle du prolongement méromorphe sur le cercle de rayon q~^). 
La question de la nature des pôles qui doivent apparaître sur le cercle de rayon q~^ 
reste à étudier. 

Supposons à présent que k soit un corps de nombres et indiquons comment les 
questions 5.31 et 5.32 pourraient être rehées. On suppose qu'il existe un ouvert U tel 
que la réponse à la question 5.32 soit positive. Notons, pour alléger l'écriture, 

Z^otit) = ^„,ot(Pic(X),i)-i Z„ot(Pic(X),Lt)-i ZH,m,,{Xx'é'/'^,U,t) e Ko (CHM(fc)Q) [[t]] 

(5.9.7) 

et 

LZt{t) = Z^ot{Pic{X),t)-' Z^ot{Pic{X),Lt)-' L^ot{^,G,p,,,t) e iTo (CHM(fc)Q) [[t]]. 

(5.9.8) 

Ainsi, d'après le point 4 de la proposition 3.12, imot(i) est un polynôme. 

Supposons en outre que pour presque tout p on ait Trp(x^(ZH,mot(i)) = ^ïi,p{t) où 

Z^p{t) = det(Id-Frp t\Pic(x;)) det(Id-7V(p) Frp t\Pic(x;)) Zii{XpX%/%,UpA) e C[[t\]. 

(5.9.9) 
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D'après le théorème 5.20, on est dans la situation suivante : 



PoinQ(ZH^mot(0) 

6i^o(Sfc-Q«)(8Q[u,«-i][[: 



Trp(.) 
eCK«-i][[t]] 

u=-l 



ecut]] 



eJfo(9fe-Q*)»Q((«-i)) 



Tr„ 



^ Trp(.) 
ec((u-i)) 



t=JV(p)-i- 



u=-l 



(5.9.10) 

Si on arrive à montrer que la flèche horizontale inférieure est bien déflnie et fait 
« commuter »le carré inférieur, on obtient que la réponse à la question 5.31 est positive 
en p. Concrètement, on est ramené à un problème d'interversion de série. Il s'agirait 
alors de dégager les propriétés de .^H,mot assurant que cette interversion est licite. 



5.10. Une vraie version motivique. — L'appelation « motivique »pour le vo- 
lume de Tamagawa dont l'existence est montrée par le théorème 5.17 est abusive au 
vu de la complétion utilisée. Il devrait plutôt être qualifié de « cohomologique ». Si 
on admet la conjecture que tout motif de Chow admet une décomposition de Chow- 
Kûnneth (cf. [Mur93]), on peut déflnir un polynôme de Poincaré virtuel « absolu » 

Ko{CmA{k)Q) i^o(CHM(fc)Q)[w,u-i] 
Poincabs : [M] ^ J2 [h'iM)] (5.10.1) 

et on peut se demander si la convergence du nombre de Tamagawa motivique a lieu 
dans iCo(CHM(fc)Q) ® QPoinCi^bi, ^et pas seulement dans une complétion liée à une 
réalisation cohomologique). En fait on peut montrer un résultat de convergence in- 
conditionnel pour les surfaces : soit S^k la sous-catégorie pleine de CHM(A:)q dont les 
objets sont les motifs découpés sur les variétés de dimension au plus 2, leurs sommes 
et leurs duaux. Comme les variétés de dimension au plus 2 admettent des décom- 
position de Chow-Kûnneth (cf. [Mur90]), on peut déflnir un polynôme de Poincaré 
virtuel absolu 

Kai^u) ifo(^fe)[M,u-i] 
PoinCabs : [M] ^ Y. [h\M)\ (5.10.2) 

Théorème 5.34- — Soit k un corps de caractéristique zéro. Soit ^ une courbe pro- 

jective, lisse et géométriquement intègre. Soit S une surface projective, lisse et géo- 
métriquement intègre vérifiant les hypothèses 5.6. On suppose en outre que ^0(5^(5)) 
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est nul. On reprend les notations 5.11. Le produit eulerien motivique 

L2(1-9(^)) -Q 

Poincabs 

converge dans Ko{J^k) 'S' Q (cf- lo, notation 5.15). 

Remarque 5.35. — L'hypothèse que j4o(S'/;(5)) est nul est vérifiée dès que (5^^) 

est nulle. Ceci vaut en particuHer si S est fc(6')-rationnellement connexe, et donc si S 
est une surface de Fano. 

Démonstration. — Comme H^{S,Os) = 0, la variété d'Albanese de S est triviale. 
D'après [KMP07, Propositions 14.2.1, 14.2.3 et Corollary 14.4.9 (a)], on a une dé- 
composition 

h{S) = 1 © Pic(5)(-1) © t^{S) © l(-2) (5.10.4) 

où t^{S) est un motif de poids 2 qui est nul si et seulement si Ao{Sk(s)) est nul. Ainsi 
on a 

Z^otiS) = ^mot(l,t)^mot(Pic(5),Lt)Z„ot(l,L2t) (5.10.5) 

d'où 

ZmotiS)-' = (l-t)(^(-l)" [Alt"(Pic(5))] L"r)(l-L2,t)). (5.10.6) 

n^O 

On en déduit l'analogue pour le polynôme de Poincaré virtuel absolu de la proposition 
2.12 : pour tout n > 1, on a 

y2„^L2„^4n (5.10.7) 

À partir de là, il est facile de vérifier que toutes les égalités de la démonstration du 
théorème 5.17 ont Heu dans Ko{^k)® Q (et pas seulement dans Ko{5k-Qe) <8) Q)- □ 



n 

CeConj^(G) 



,{e},c(L-")"'='.°.-. 



(5.10.3) 



P0inCabs(^n(5)) = l + ff 



62(S)/ 



APic(5) 
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